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DES  HELICES. 

Archimede  a  Dosithée^  Salut. 

Tu  me  pries  sans  cesse  d^écrire  les  dé* 
monstrations  des  théorèmes  que  j'avois  en- 
voyés à  Conon.  Tu  as  déjà  plusieurs  de  ces 
démonstrations  dans  les  livres  qu^'Héraclides 
t'a  portés;  et  je  t'en  envoie  quelques  autres 
qui  se  trouvent  dans  celui-ci.  Ne  sois  pas 
étonné  si  j'ai  différé  si  long-temps  de  mettre 
au  jour  les  démonstrations  de  ces  théorèmes. 
La  cause  en  a  été  que  j'ai  voulu  laisser  le 
temps  de  les  trouver  aux  personnes  versées 
dans  les  mathématiques ,  qui  auroient  désiré 
s'occuper  de  cette  recherche.  Car  combien  y 
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a-t-il  de  tliéorêmes  en  géométrie  qui  pa- 
roissent  d'abord  ne  présenter  aucun  moyen 
d^être  connus  et  qui  dans  la  suite  devien- 
nent é\ddens?  Conon  mourut  sans  avoir  eu 
le  temps  de  trouver  ces  démonstrations,  et 
a  laissé  à  ces  théorèmes  leur  obscurité;  s'il 
eût  vécu  5  il  les  eût  trouvées  sans  doute  ;  et 
par  ces  découvertes  et  par  plusieurs  autres  ^ 
il  eût  reculé  les  bornes  de  la  géométrie.  Car 
nous  n'ignorons  pas  que  cet  homme  avoit 
une  capacité  et  une  industrie  admirables 
dans  cette  science.  Plusieurs  années  se  sont 
écoulées  depuis  sa  mort ,  et  je  ne  sache  pas 
cependant  qu'il  se  soit  trouvé  personne  qui 
ait  résolu  quelqu^un  de  ces  problêmes.  Je 
vais  les  exposer  tous  les  uns  après  les  autres. 
Il  est  arrivé  que  deux  problèmes  qui  ont  été 
mis  séparément  dans  ce  livre  sont  tout-à-fait 
défectueux.  De  sorte  que  ceux  qui  se  van- 
tent de  les  avoir  tous  découverts  sans  en  ap- 
porter aucune  démonstration  sont  réfutés 
par  cela  seul,  qu'ils  confessent  avoir  trouvé 
des  choses  qui  ne  peuvent  l'être  d'aucune 
manière  (a). 

Je  vais  te  faire  connoître  quels  sont  ces 
problêmes;  de  quels  problêmes  sont  les  dé- 
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nionstrations  que  je  t'ai  envoyées ,  et  de 
quels  problêmes  sont  celles  qui  se  trouvent 
dans  ce  livre. 

1.  Une  sphère  étant  donnée,  trouver  une 
surface  plane  égale  à  la  surface  de  cette 
sphère. 

Ce  problême  est  résolu  dans  le  livre  que 
y  ai  publié  sur  la  sphère;  car  puisqu^on  a  dé- 
montré que  la  surface  d^une  sphère  est  qua- 
druple d^'un  des  grands  cercles  de  cette 
sphère,  il  est  facile  de  voir  comment  il  est 
possible  de  trouver  une  surface  plane  égale 
à  la  surface  d'une  sphère. 

2.  Un  cône  ou  un  cylindre  étant  donné , 
trouver  une  sphère  égale  à  ce  cône  ou  à  ce 
cylindre. 

3.  Couper  une  sphère  par  un  plan  ,  de 
manière  que  ses  segmens  aient  entre  eux  une 
raison  donnée. 

4.  Couper  une  sphère  donnée  par  un  plan  , 
de  manière  que  les  suifaces  des  segmens  aient 
entre  elles  une  raison  donnée. 

5.  Un  segment  sphérique  étant  donné ,  le 
rendre  semblable  à  nm  segment  sphérique 
donné  (ê). 

6.  Etant  donnés  deux  se^uens  splirhuques 
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de  la  niêiiie  sphère  ou  de  différentes  sphères , 
trouver  un  segment  sphérique  qui  soit  sem- 
blable à  Tun  d'eux  et  qui  ait  tuie  surface 
égale  à  celle  de  Fautre^ 

7.  Retrancher  un  segment  d'une  sphère 
donnée ,  de  manière  que  le  segment  et  le 
cône  qui  a  la  même  base  et  la  même  hau- 
teur que  ce  segment  aient  entre  eux  une  rai- 
son donnée  :  cette  raison  ne  peut  pas  être 
plus  grande  que  celle  de  trois  à  deux. 

Héraclides  t'a  porté  les  démonstrations  de 
tous  les  problêmes  dont  nous  venons  de  par- 
ler. Ce  qui  avoit  été  mis  séparément  après 
ces  problêmes  est  faux.  Voici  ce  qui  venoit 
ensuite  : 

1.  Si  une  sphère  est  coupée  par  un  plan  en 
deux  parties  inégales^  la  raison  du  plus  grand 
segment  au  plus  petit  est  doublée  de  celle  de 
la  plus  grande  surface  à  la  plus  petite. 

Ce  qui  est  évidemment  faux  d'après  ce  qui 
t'a  déjà  été  envoyé  {de  la  Sph.  et  du  Cyh  2.9.). 

2.  Ceci  étoit  encore  ajouté  aux  problèmes 
dont  nous  avons  parlé.  Si  une  sphère  est 
coupée  en  deux  parties  inégales  par  un  plan 
perpendiculaire  sur  un  de  ses  diamètres ,  la 
raison  du  plus  grand  segment  au  plus  petit 
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est  la  même  que  celle  du  plus  grand  segment 
du  diamètre. au  plus  petit. 

Car  la  raison  du  plus  grand  segment  de 
la  sphère  au  plus  petit  est  moindre  que  la 
raison  doublée  de  la  plus  grande  surface  à 
la  plus  petite  ;  et  plus  grande  que  la  raison 
sesqui altère  (  de  la  Sph,  et  du  Cyl.  2.  9.  ). 

3.  On  avoit  enfin  ajouté  le  problême  sui- 
vant qui  est  encore  faux  :  Si  un  diamètre 
d^une  sphère  quelconque  est  coupé  de  ma- 
nière que  le  quarre  construit  sur  le  plus 
grand  segment  soit  triple  de  celui  qui  est 
construit  sur  le  plus  petit;  et  si  le  plan  qui 
est  conduit  par  ce  point  perpendiculaire- 
ment sur  le  diamètre^  coupe  la  sphère,  le 
plus  grand  segment  sera  le  plus  grand  de 
tous  les  segmens  sphériques  qui  ont  une  sur- 
face égale. 

Cela  est  évidemment  faux  diaprés  les 
théorèmes  que  je  t'ai  déjà  envoyés;  car  il 
est  démontré  que  la  demi-sphère  est  le  plus 
grand  de  tous  les  segmens  qui  ont  une  sur- 
face égale  (de  la  Sph,  et  du  Cyl.  2.  10.). 

On  proposoit  ensuite  ce  qui  suit  relative- 
ment au  cône  : 

1.  Si  une  parabole,  le  diamètre  restant 
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immobile,  fait  une  révolution  cle  manière 
que  le  diamètre  soit  Taxe ,  la  figure  décrite 
par  la  parabole  s^appellera  conoïde. 

2.  Si  un  plan  touche  un  conoïde ,  et  si  un 
autre  plan  parallèle  au  plan  tangent  retran- 
che un  segment  du  conoïde,  le  plan  cou- 
pant s^appellera  la  base  du  segment  qui  est 
produit,  et  le  point  où  le  premier  plan 
touche  le  conoïde ,  s'appellera  son  sommet. 

5.  Si  la  figure  dont  nous  venons  de  parler 
est  coupée  par  un  plan  perpendiculaire  sur 
Taxe ,  il  est  évident  que  la  section  sera  un 
cercle  :  mais  il  faut  démontrer  que  le  seg- 
ment produit  par  cette  section  est  égal  aux 
trois  moitiés  du  cône  qui  a  la  même  base  et 
la  même  hauteur  que  ce  segment. 

4.  Si  deux  segmens  d^un  conoïde  sont  re- 
tranchés par  des  plans  conduits  d^une  ma- 
nière quelconque  ,  il  est  évident  que  les  sec- 
tions seront  des  ellipses,  pourvii  que  les 
j)lans  coupans  ne  soient  pas  perpendiculaires 
sur  Taxe  :  mais  il  faut  démontrer  que  ces 
segmens  sont  entre  eux  comme  ]es  quarrés 
des  droites  menées  de  leurs  sommets  au  plan 
coupant  parallèlement  à  Taxe. 
Je  ne  t'envoie  pas  encore  ces  dém  onstrations. 
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On  proposoit  enfin  ce  qui  suit,  i^elati- 
vement  aux  hélices.  Ce  sont  des  problèmes 
qui  n'ont  rien  de  commun  avec  ceux  dont 
nous  venons  de  parler.  J'en  ai  écrit  pour  toi 
les  démonstrations  dans  ce  livre.  Voici  ce 
que  Ton  proposoit  : 

1.  Si  une  ligne  droite,  une  de  ses  extré- 
mités restant  immobile ,  tourne  dans  un  plan 
avec  une  vitesse  uniforme  jusqu'à  ce  qu'elle 
soit  revenue  au  même  endroit  d'où  elle  avoit 
commencé  à  se  mouvoir ,  et  si  un  point  se 
meut  avec  une  vitesse  uniforme  dans  la  ligne 
qui  tourne ,  en  partant  de  l'extrémi  té  im- 
mobile ,  ce  point  décrira  une  hélice  dans  un 
plan.  Je  dis  que  la  surface  qui  est  comprise 
par  l'héHce  ,  et  par  la  ligne  droite  revenue 
au  même  endroit  d'où  elle  avoit  commencé 
à  se  mouvoir  est  la  troisième  partie  d'un 
cercle  qui  a  pour  centre  le  point  immobile , 
et  pour  rayon  la  partie  de  la  ligne  droite 
qui  a  été  parcourue  par  le  point  dans  une 
seule  révolution  de  la  droite. 

2.  Si  une  droite  touche  l'hélice  à  son  ex- 
trémité dernière  engendrée,  et  si  de  l'extré- 
mité immobile  de  la  ligne  droite  qui  a  tourné 
et  qui  est  revenue  au  même   endroit   d'où 
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elle  étoit  partie,  on  mène  sur  cette  ligne  une 
perpendiculaire  qui  coupe  la  tangente;  je 
dis  que  cette  perpendiculaire  est  égale  à  la 
circonférence  du  cercle. 

5.  Si  la  ligne  droite  qui  a  tourné  et  le 
point  qui  s'est  mu  dans  cette  ligne  conti- 
nuent de  se  mouvoir  en  réitérant  leurs  ré- 
volutions y  et  en  revenant  au  même  endroit 
d'où  ils  avoient  commencé  à  se  mouvoir  ,  je 
dis  que  la  surface  comprise  par  Fliélice  de  la 
troisième  révolution  est  double  de  la  sur- 
face comprise  par  Thélice  de  la  seconde  ;  que 
la  surface  comprise  par  Thélice  de  la  qua- 
trième est  triple  ;  que  la  surface  comprise  par 
Thélice  de  la  cinquième  est  quadruple  ;  et 
qu'enfui  les  surfaces  comprises  par  les  hé- 
lices des  révolutions  suivantes  sont  égales  à 
la  surface  comprise  par  l'hélice  de  la  se- 
conde révolution  multipliée  par  les  nombres 
qui  suivent  ceux  dont  nous  venons  de  par- 
ler. Je  dis  aussi  que  la  surface  comprise  par 
l'hélice  de  la  première  révolution  est  la 
sixième  partie  de  la  surface  coiuprise  par 
l'hélice  de  la  seconde. 

4.  Si  l'on  prend  deux  points  dans  une 
hélice  décrite  dans  une  seule  révolution,  si 
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äe  ces  points  on  mène  des  droites  à  Textré- 
mité  immobile  de  la  ligne  qui  a  tourné ,  si 
Ton  décrit  deux  cercles  qui  aient  pour  cen- 
tre le  point  immobile  et  pour  rayons  les 
droites  menées  à  Textrémité  immobile  de 
la  ligne  qui  a  tourné ,  et  si  Ton  prolonge  la 
plus  petite  de  ces  droites;  je  dis  que  la  sur- 
face comprise  tant  par  la  portion  de  la  cir- 
conférence du  plus  grand  cercle  ^  qui  est  sur 
la  même  hélice  entre  ces  deux  droites^  que 
l^ar  rhélice  et  par  le  prolongement  de  la 
plus  petite  droite  est  à  la  surface  comprise 
tant  par  la  portion  de  la  circonférence  du 
plus  petit  cercle  ^  que  par  la  même  hélice  et 
par  la  droite  qui  joint  leurs  extrémités^ 
comme  le  rayon  du  petit  cercle  ,  conjointe- 
ment avec  les  deux  tiers  de  Texcès  du  rayon 
du  plus  grand  cercle  sur  le  rayon  du  plus 
petit  est  au  rayon  du  plus  petit  cercle ,  con- 
jointement avec  le  tiers  de  Texcès  dont  nous 
venons  de  parler. 

J'ai  écrit  dans  ce  livre  les  démonstrations 
des  choses  dont  je  viens  de  parler  ,  et  les 
démonstrations  d'autres  choses  qui  regar- 
dent rhélice.  Je  fais  précéder^  comme  les 
autres  géomètres  ,  ce  qui  est  nécessaire  pour 
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démontrer  ces  propositions  ;  et  parmi  les 
principes  dont  je  me  suis  servi  dans  les  livres 
que  j^ai  publiés  ,  je  fais  usage  de  celui-ci  : 

Des  lignes  et  des  surfaces  étant  inégales  y 
si  Texcès  de  la  plus  grande  sur  la  plus  petite 
est  ajouté  un  certain  nombre  de  fois  à  lui- 
même ,  il  peut  arriver  que  cet  excès,  ainsi 
ajouté  à  lui-même ,  surpasse  une  certaine 
quantité  proposée  parmi  celles  qui  sont  com- 
parées entre  elles. 

PROPOSITION    I. 

Si  un  point  se  meut  dans  une  ligne  avec 
une  vitesse  uniforme,  et  si  dans  cette  ligne 
on  en  prend  deux  autres ,  ces  deux  der- 
nières seront  entre  elles  comme  les  temps 
que  ce  point  a  employés  à  les  parcourir. 

Qu^un    i^oint  soit   mu  avec   une  vitesse 

A  r     A  E        B 
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égale  dans  la  ligne  ab.  Prenons  les  deux  lignes 
TA,  AE.  Que  le  temps  employé  par  ce  point 
à  parcourir  la  ligne  ta  soit  zh  ,  et  le  temps 
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employé  par  ce  même  point  à  parcourir  la 
ligne  AE  soit  He.  Il  faut  démontrer  que  la 
ligne  TA  est  à  la  ligne  ae  comme  le  temps 
ZH  est  au  temps  h0. 

Que  les  lignes  aa,  ab  soient  composées 
des  lignes  ta  ,  ab  ,  comme  on  voudra ,  de 
manière  que  AA  surpasse  AB.  Que  le  temps 
ZH  soit  contenu  dans  le  temps  ah  autant  de 
fois  que  la  ligne  ta  Test  dans  la  ligne  ab  ;  et 
que  le  temps  0H  soit  contenu  dans  le  temps 
KH  autant  de  fois  que  la  ligne  AE  Test  dans 
AB.  Puisque  Fon  suppose  qu'un  point  se 
meut  avec  une  vitesse  égale  dans  la  ligne  ab, 
il  est  évident  que  le  temps  emplo^^é  par  ce 
point  à  parcourir  la  ligne  rA  sera  égal  au 
temps  employé  par  ce  même  point  à  par- 
courir chacune  des  lignes  qui  sont  égales  à 
TA.  Donc  ce  point  a  parcouru  la  ligne  com- 
posée AA  dans  un  temps  égal  au  temps  ah  ; 
parce  que  la  ligne  rA  est  supposée  contenue 
dans  la  ligne  AA  autant  de  fois  que  le  temps 
ZH  Fest  dans  le  temps  ah.  Par  la  même  rai- 
son 5  le  point  a  parcouru  la  droite  BA  dans 
un  temps  égal  au  temps  kh.  Donc,  puisque 
la  ligne  A  A  est  plus  grande  que  ba  ,  il  est  évi- 
dent que  le  temps  employé  par  le  point  à 
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parcourir  la  ligne  AA  sera  plus  grand  que  le 
temps  employé  par  ce  même  point  à  parcou- 
rir BA.  Donc  le  temps  ah  est  plus  grand  que 
le  temps  kh. 

A  r     A  E       B 
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Si  des  temps  sont  composés  des  temps  zh  ^ 
H0  ,  comme  on  voudra ,  de  manière  que  l'un 
surpasse  Fautre ,  on  démontrera  pareille- 
ment que  parmi  les  lignes  qui  sont  composées 
de  la  même  manière  des  lignes  lA,  ae  ^  Tune 
surpassera  Tautre,  et  ce  sera  celle  qui  est 
homologue  au  temps  le  plus  grand.  Il  est 
donc  évident  que  la  droite  ta  est  à  la  droite 
AE  comme  le  temps  zh  est  au  temps  ne  (a). 

PROPOSITION    IL 

Si  deux  points  se  meuvent  dans  deux 
lignes ,  chacun  avec  une  vitesse  uniforme , 
et  si  l'on  prend  dans  chaque  ligne  depx  lignes 
dont  les  premières  ainsi  que  les  secondes 
soient  parcourues  par  ces  points  dans  des 
temps  égaux ,  les  lignes  qui  auront  été  prises 
seront  proportionnelles  entre  elles. 
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Qu^un  point  se  meuve  avec  une  vitesse  uni- 
forme dans  une  ligne  ab  et  un  autre  point 
dans  une  autre  ligne  ka.  Prenons  dans  la 
ligne  AB  les  deux  lignes  TA,  ae^  et  dans  la 

A     r  A  E     B 
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K       Z                         H               e      A 
I j } j j 


ligne  KA  les  deux  lignes  zh,  h©  ;  que  le  point 
qui  se  meut  dans  la  ligne  ab  parcoure  la 
ligne  TA  dans  un  temps  égal  à  celui  pendant 
lequel  l'autre  point  qui  se  meut  dans  la  ligne 
KA  parcourt  la  ligne  zh.  Pareillement,  que  le 
premier  point  parcoure  la  ligne  ae  dans  un 
temps  égal  à  celui  pendant  lequel  Fautre 
point  parcourt  la  ligne  H0.  Il  faut  démon- 
trer que  TA  est  à  ae  comme  zh  est  à  H0. 

Que  le  temps  pendant  lequel  le  premier 
point  parcourt  la  ligne  ta  soit  mn.  Pendant 
ce  temps,  Tautre  point  parcourra  la  ligne 
ZH.  De  plus  ,  que  le  temps  pendant  lequel 
le  premier  point  parcourt  la  ligne  ae  soit 
NS;  pendajit  ce  temps  l'autre  point  par- 
courra aussi  la  ligne  H0.  Donc  la  ligne  ta 
sera  à  la  ligne  ae  comme  le  temps  mn  est  au 
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temps  NS ,  et  la  ligne  m  sera  à  la  ligne  ne 
comme  le  temps  mn  est  au  temps  nh.  Il  est 
donc  évident  que  rA  est  à  ae  comme  zh  est 

à  H0. 

PROPOSITION    III. 

Des  cercles  quelconques  étant  donnés ,  on 
peut  trouver  une  droite  plus  grande  que  la 
somme  des  circonférences  de  ces  cercles. 

Car  ayant  circonscrit  un  polygone  à  cha- 
que cercle  ,  il  est  évident  que  la  droite  com- 
posée de  tous  les  contours  est  plus  grande 
que  la  somme  des  circonférences  de  ces 
cercles. 

PROPOSITION    IV. 

Deux  lignes  inégales  étant  données,  savoir 
une  droite  et  une  circonférence  de  cercle  ^ 
ou  peut  prendre  une  droite  qui  soit  plus 
petite  que  la  plus  grande  des  lignes  données 
et  plus  grande  que  la  plus  petite. 

Car  si  la  droite  est  divisée  en  autant  de 
parties  égales  que  Fexcès  de  la  plus  grande 
ligne  sur  la  plus  petite  doit  être  ajouté  à  lui- 
même  pour  surpasser  cette  droite,  une  partie 
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de  cette  droite  sera  plus  petite  que  cet  excès. 
Si  la  circonférence  est  plus  grande  que  la 
droite,  et  si  Ton  ajoute  à  la  droite  une  de 
ses  parties,  il  est  évident  que  cette  seconde 
droite  sera  encore  plus  grande  que  la  plus 
petite  des  lignes  données  et  plus  petite  que 
la  plus  grande.  Car  la  partie  ajoutée  est  plus 
petite  que  Texcès. 

PROPOSITION    V. 

Un  cercle  et  une  tangente  à  ce  cercle  étant 
donnés ,  on  peut  mener  du  centre  à  la  tan- 
gente une  droite ,  de  manière  que  la  raison 
de  la  droite  placée  entre  la  tangente  et  la 
circonférence  du  cercle  au  rayon  soit  moin- 
dre que  la  raison  de  Tare  placé  entre  le 
point  de  contact  et  la  droite  menée  du  centre 
à  la  tangente  à  un  arc  quelconque  donné. 

Que  ABr  soit  le  cercle  donné;  que  son 
centre  soit  le  point  k;  que  la  droite  AZ  touche 
le  cercle  au  point  b.  Soit  donné  aussi  un  arc 
quelconque.  On  peut  prendre  une  droite 
plus  grande  que  l'arc  donné  ;  que  cette  droite 
soit  E.  P^r  le  centre  conduisons  la  droite  ah 
parallèle  à  ù.Z;  supposons  que  la  droite  h0 
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dirigée  vers  le  point  b  soit  égale  à  la  droite 
E,  et  prolongeons  la  droite  menée  du  centre 
K  au  point  0.  La  raison  de  0Z  à  ok  sera  la 
même  que  la  raison  de  B0  à  0H.  Donc  la  rai- 
son de  Z0  à  0K  sera  moindre  que  la  raison  de 

AB  Z 


l'arc  B0  à  Tare  donné  ;  parce  que  la  droite  B0 
est  plus  petite  que  Tare  B0  ,  tandis  que  la 
droite  0H  est  plus  grande  que  Tare  donné. 
Donc  aussi  la  raison  de  la  droite  Z0  au  rayon 
est  moindre  que  Tare  B0  à  Tare  donné. 

PROPOSITION    VI. 

Etant  donnés  un  cercle ,  et  dans  un  cercle 
une  ligne  plus  petite  que  le  diamètre ,  il  est 
possible  de  mener  du  centre  à  la  circonfé- 
rence une  droite  qui  coupe  la  ligne  donnée 
dans  le  cercle ,  de  manière  que  la  raison  de 
la  droite  placée  entre  la  circonférence  et  la 
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ligne  donnée  dans  le  cercle  à  la  droite  menée 
de  l'extrémité  du  rayon  qui  est  dans  la  cir- 
conférence à  une  des  extrémités  de  la  ligne 
donnée  dans  le  cercle  soit  la  même  qu'une 


raison  proposée;  pourvu  que  cette  raison 
soit  moindre  que  celle  de  la  moitié  de  la 
ligne  donnée  dans  le  cercle  à  la  perpendi- 
culaire menée  du  centre  sur  cette  ligne. 

Que  ABr  soit  le  cercle  donnée  et  que  son 
centre  soit  le  point  k.  Soit  donnée  dans  ce 
cercle  la  ligne  fa  plus  petite  que  le  diamè- 
tre; et  que  la  raison  de  z  à  h  soit  moindre 
que  la  raison  de  10  à  K0  ,  la  droite  ko  étant 
perpendiculaire  sur  ta.  Du  centre  menons 
KN  parallèle  à  ai  et  ta  perpendiculaire  sur 
Kr.  Les  triangles  igk  ,  tka  sont  semblables. 
Donc  10  est  à  0K  comme  Kr  est  à  ta.  Donc 
la  raison  de  z  à  h  est  moindre  que  la  raison 
de  Kr  à  ta.  Que  la  raison  de  la  droite  kf  à 

TOME    II.  â 
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une  droite  bn  plus  grande  que  ta  soit  la 
même  que  la  raison  de  z  à  h  ,•  et  plaçons  la 
droite  bn  entre  la  circonférence  et  la  ligne 
KN  j  de  manière  qu^elle  passe  par  le  point  r. 
Cette  droite  qui  peut  être  coupée  ainsi ,  tom- 
bera au-delà  de  fa^  puisqu'elle  est  plus 
grande  que  ta  (a).  Donc  ,  puisque  bk  est  à 
BN  comme  z  est  à  h,  la  droite  eb  sera  aussi 
à  BF  comme  z  est  à  h. 

PROPOSITION   VIL 

Les  mêmes  choses  étant  données,  et  la 
ligne  donnée  dans  le  cercle  étant  prolongée , 
on  pourra  mener  du  centre  sur  le  prolon- 
gement de  cette  ligne  une  droite,  de  ma- 
nière que  la  droite  placée  entre  la  circonfé- 
rence et  le  prolongement  de  la  ligne ,  et  la 
droite  menée  de  l'extrémité  du  rayon  pro- 
longé à  l'extrémité  de  la  ligne  prolongée 
aient  entre  elles  ime  raison  proposée;  pourvu 
que  cette  raison  soit  plus  grande  que  la  rai- 
son de  la  demi-ligne  donnée  dans  le  cercle 
à  la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur 
cette  ligne. 

Soient  données  les  mêmes  chosçs  qu'aupa- 
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ravant.  Prolongeons  la  ligue  qui  est  donnée 
dans  le  cercle.  Que  la  raison  donnée  soit  celle 
de  z  à  H,  et  que  cette  raison  soit  plus  grande 
que  celle  de  r©  à  0K.  Cette  raison  sera  en- 
core plus  grande  que  la  raison  de  Kr  à  fa. 


Que  la  raison  de  la  droite  kf  à  une  droite 
IN ,  plus  petite  que  ta  ,  soit  la  même  que  la 
raison  de  z  à  h^  et  que  la  droite  in  soit 
dirigée  vers  le  point  r.  Cette  droite  qui  peut 
être  coupée  ainsi  tombera  en  deçà  de  ta  , 
parce  qu^elIe  est  plus  petite  que  fa.  Donc^ 
puisque  Ki  est  à  IN  comme  z  est  à  h  ,  la 
droite  ei  sera  à  la  droite  ir  comme  z  est  à  h. 

PROPOSITION    VII I. 


Etant  donné  un  cercle ,  et  dans  ce  cercle 
une  ligne  plus  petite  que  le  diamètre;  étant 
donnée  de  plus  une  ligne  qui  touche  le  cercle 
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aune  des  extrémités  de  la  ligne  donnée  dans 
ce  cercle  ,  on  peut  mener  du  centre  une 
droite  ,  de  manière  que  la  partie  de  cette 
droite  placée  entre  la  circonférence  du  cercle 
et  la  ligne  donnée  dans  le  cercle,  et  la  partie 
de  la  tangente  placée  entre  la  droite  menée 
du  centre  et  le  point  de  contact,  aient  entre 
elles  une  raison  proposée;  pourvu  que  cette 
raison  soit  moindre  que  celle  de  la  demi- 
ligne  donnée  dans  le  cercle  à  la  perpendi- 
culaire même  du  centre  sur  cette  ligne. 

Que  ABFA  soit  le  cercle  donné  ;  que  ta 
soit  la  ligne  qui  est  donnée  dans  le  cercle,  et 
qui  est  plus  petite  que  le  diamètre.  Que  äA 
touche  le  cercle  au  point  r ,  et  que  la  raison 
de  z  à  H  soit  moindre  que  celle  de  re  à  ex. 
Si  Ton  mène  ka  parallèle  à  er,  la  raison  dé 
z  à  H  sera  encore  moindre  que  celle  de  ik  à 
TA.  Que  KF  soit  à  T^  comme  z  est  an.  La  droite 
ST  sera  plus  grande  que  ta.  Faisons  passer 
une  circonférence  par  les  points  k,  a,  H. 
Puisque  la  droite  Hr  est  plus  grande  que  la 
droite  ta,  et  que  les  droites  Kf,  Sa  se  cou- 
pent à  angles  droits,  on  peut  prendre  une 
droite  IN  qui  se  dirigeant  vers  le  point  k  soit 
égale  à  Mr.  Donc,  la  surface  comprise  sous 
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SI ,  lA  est  à  la  surface  comprise  sous  ke  ,  ia 
comme  Hi  est  à  ke;  et  la  surface  comprise 
sous  Kl ,  IN  est  à  la  surface  comprise  sous  ki  , 
TA  comme  IN  est  à  ta.  Donc  in  est  à  fa 
comme  sii  est  à  ke  (a).  Donc  tu  est  à  ia  ,  et  r^ 


à  KP  ,  et  TS  k  KB  comme  si  est  à  ke.  Donc 
la  droite  restante  ir  est  à  la  droite  restante  be 
comme  sr  est  à  ik  ,  et  comme  h  est  à  z  (ê). 
Donc  kn  tombe  sur  la  tangente ,  et  sa  partie 
BE  placée  entre  la  circonférence  et  la  ligne 
donnée  dans  le  cercle  est  à  la  partie  de  la 
tangente  placée  entre  kn  et  le  point  de  con- 
tact comme  z  est  à  h. 
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PROPOSITION    IX. 

Les  mêmes  choses  étant  données,  et  la 
ligne  qui  est  donnée  dans  le  cercle  étant  pro- 
longée ,  on  peut  mener  du  centre  du  cercle 
une  droite  à  la  ligne  prolongée ,  de  manière 
que  la  partie  de  cette  droite  placée  entre  la 
circonférence  et  la  ligne  prolongée,  et  la 
partie  de  la  tangente  placée  entre  la  droite 
menée  du  centre  et  le  point  de  contact  aient 
entre  elles  une  raison  proposée  ;  pourvu  que 
cette  raison  soit  plus  grande  que  celle  de  la 
moitié  de  la  ligne  donnée  dans  le  cercle  à  la 
perpendiculaire  menée  du  centre  du  cercle 
sur  cette  même  ligne. 

Que  ABFA  soit  le  cercle  donné;  et  que  TA 
soit  la  ligne  qui  est  donnée  dans  le  cercle ,  et 
qui  est  plus  petite  que  le  diamètre.  Prolon- 
geons cette  ligne;  que  la  droite  sr  touche  le 
cercle  au  point  r,  et  que  la  raison  de  z  à  h 
soit  plus  grande  que  celle  de  re  à  0k.  La  rai- 
son de  z  à  H  sera  encore  plus  grande  que  la 
raison  de  kf  à  ta.  Que  Kr  soit  à  rH  comme  z 
est  à  H.  La  droite  sr  sera  plus  petite  que  fa. 
Faisons  passer  de  nouveau  une  circonférence 
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de  cercle  par  les  points  s ,  k  ^  a.  Puisque  la 
droite  sr  est  plus  petite  que  ta  ,  et  que  les 
droites  km  ^  Hr  se  coupent  à  angles  droits  ^  on 
peut  prendre  une  droite  in  qui ,  étant  diri- 
gée vers  le  point  k  ,  soit  égale  à  la  droite  tm. 


Puisque  la  surface  comprise  sous  si,  ia  est  à 
la  surface  comprise  sous  ai  ,  ke  comme  hi  est 
à  KE  ;  que  la  surface  comprise  sous  Ki  ^  IN  est 
égale  à  la  surface  comprise  sous  si ,  ia^  et 
que  la  surface  comprise  sous  Ki ,  ta  est  égale 
à  la  surface  comprise  sous  ai  ,  KE;  parce  que 
KE  est  à  IK  comme  af  est  à  ai  ;  la  droite  si 
sera  à  ke  comme  la  surface  comprise  souski^ 
IN  est  à  la  surface  comprise  sous  ki,  fa^  c'est- 
à-dire  comme  ni  est  à  fa^  c'est-  Vdire  comme 
FM  est  à  fa.  Mais  fm  est  à  fa  comme  SF  est  à 
kf  ;  donc  Hi  est  à  KE  comme  SF  est  à  kb  ,  et  la 
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droite  restante  ir  est  à  la  droite  restante  be 
comme  »v  est  à  tk.  Mais  sr  est  à  fk  comme  h 

__està  z  ;  donc  la  droite  ke  tombe  sur  la  ligne 
prolongée,  et  la  par-tie  be  qui  est  placée 
entre  la  ligne  prolongée  et  la  circonférence 

^^st  à  la  partie  n  de  la  tangente  placée  entre 
la  droite  menée  du  centre  et  le  point  de 
contact  comme  z  est  à  h. 

_       PROPOSITION    X. 

Si  des  lignes  en  aussi  grand  nombre  que 
Ton  voudra  et  qui  se  surpassent  également 
sont  placées  les  unes  à  la  suite  des  autres , 
et  si  Texcès  est  égal  à  la  plus  petite;  si  Ton 
prend  d'autres  lignes  qui  soient  en  même 
nombre  que  les  premières ,  et  dont  chacune 
soit  égale  à  la  plus  grande  de  celles-ci,  la 
somme  de  tous  les  quarrés  construits  sur  les 
-'lignes  qui  sont  égales  chacune  à  la  plus^ 
grande,  conjointement  avec  le  quarre  de  la 
plus  grande,  et  la  surface  comprise  sous  la 
^plus  petite  et  sous  une  ligne  composée  de 
toutes  les  lignes  qui  se  surpassent  également , 
sera  triple  de  la  somme  de  tous  les  quarrés 
construits  sur  les  lignes  qui  se  surpassent  éga- 
lement {cl\ 
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Que  des  lignes  A^  b  ,  r^  A,  e^  z,  h,  0,  en 
aussi  grand  nombre  qu^on  voudra  ,  et  qui  so 
surpassent  également^  soient  placées  les  unes 
à  la  suite  des  autres  ;  et  que  0  soit  égal  à  leur 
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excès.  A  la  ligne  B  ajoutons  une  ligne  i  égale 
à  0  ;  à  la  ligne  r  ^  une  ligne  K  égale  à  h  ;  à  la 
ligne  A ,  une  ligne  a  égale  kl;  à  la  ligne  e  , 
une  ligne  m  égale  à  la  ligne  e  ,•  à  la  ligne  z , 
une  ligne  N  égale  à  A  ;  à  la  ligne  h  ,  une  ligne 
Ä  égale  à  la  ligne  r;  et  enfin  à  la  ligne  0,  une 
ligne  o  égale  à  b.  Les  lignes  qui  résulteront  de 
cette  addition  seront  égales  entre  elles,  et 
égales  chacune  à  la  plus  grande.  Il  faut  dé- 
montrer que  la  somme  des  quarrés  de  toutes 
ces  droites  5  c^esl-à-dire  la  somme  du  quarre 
de  A  et  des  quarrés  des  droites  qui  résultent 
de  cette  addition  ,  conjointement  avec  le 
quarre  de  A  ,  et  la  surface  comprise  sous  e 
et  sous  une  ligne  composée  de  toutes  les  lignes 
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A,  ByT  y  A  ,h  yi ,  H^eest  triple  de  la  somme 
de  tous  les  quarrés  construits  sur  A ,  b  ,  r.  A, 

E,  Z  ,  H,  0. 

Car  le  quarre  de  bi  est  égal  à  la  som.me  des 
quarrés  des  lignes  i ,  b  ^  conjointement  avec 
le  double  de  la  surface  comprise  sous  b  ,  i  ; 
le  quarre  de  Kr  est  égal  à  la  somme  des  quar- 
rés des  lignes  k,  r,  conjointement  avec  le 
double  de  la  surface  comprise  sous  k  ,  r;  sem- 
blablement,  les  sommes  des  quarrés  des  au- 
tres lignes  égales  chacune  à  A  sont  égaux  aux 
sommes  des  quarrés  de  leurs  segmens ,  con- 
jointement avec  les  doubles  des  surfaces  com* 
prises  sous  ces  mêmes  segmens.  Donc  la  somme 
des  quarrés  des  lignes  A ,  B,f,  a,e,z,  h,0, 
avec  la  somme  des  quarrés  construits  sur  i , 
K,A,  M,  N,H,  O5  conjointement  avec  le 
quarre  de  a  est  double  de  la  somme  des  quar- 
rés construits  sur  a^b^f^a^e^z^h,©. 

Il  reste  à  démontrer  que  la  somme  des 
doubles  des  surfaces  comprises  sous  les  seg- 
mens de  chacune  des  lignes  égales  à  A ,  con- 
jointement avec  la  surface  comprise  sous  la 
ligne  0  et  sous  une  ligne  composée  de  toutes 
les  lignes  A^B,r,A,E,z,H,0est  égale  à 
la  somme  des  quarrés  des  lignes  a^  b^  r,  a^ 
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E ,  z ,  H ,  0.  En  effet ,  le  double  de  la  surface 
comprise  sous  b  ,  i  est  égal  au  double  de  la 
surface  comprise  sous  B  ^  0  ;  le  double  de  la 
surface  comprise  sous  k  ,  r  est  égal  à  la  sur- 
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face  comprise  sous  0  et  sous  le  quadruple  de 
r ,  parce  que  k  est  double  de  0  ;  la  double 
surface  comprise  sous  A,  a  est  égale  à  la  sur- 
face comprise  sous  0  sous  le  sextuple  de  A  ; 
parce  que  a  est  triple  de  0 ,  et  semblable- 
ment  les  doubles  des  autres  surfaces  com- 
prises sous  les  segmens  sont  égaux  à  la  sur- 
face comprise  sous  la  ligne  0  et  sous  la  ligne 
suivante ,  multipliée  par  les  nombres  pairs 
qui  suivent  ceux-ci.  Donc  la  somme  de  toutes 
ces  surfaces ,  conjointement  avec  celle  qui 
est  comprise  sous  la  ligne  0  et  sous  une 
ligne  composée  deA^B^r^  A^  e^z^h,© 
sera  égale  à  la  surface  comprise  sous  la  ligne 
0  et  sous  une  ligne  composée  de  A ,  du  triple 
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de  B  ,  du  quintuple  de  r  et  des  lignes  sui- 
vantes multipliées  par  les  nombres  impairs 
qui  suivent  ceux-ci  (€),  Mais  la  somme  des 
quarrés  construits  sur  a^b^t^a^e^z^h, 
0  est  aussi  égale  à  la  surface  comprise  sous 
ces  mêmes  lignes ,  parce  que  le  quarre  de  A 
est  égal  à  la  surface  comprise  sous  la  ligne  e 
et  sous  une  ligne  composée  de  toutes  ces 
lignes,  c'est-à-dire  sous  une  ligne  composée 
de  A  et  des  lignes  restantes  dont  chacune  est 
égale  à  A  ;  car  la  ligne  0  est  contenue  autant 
de  fois  dans  A ,  que  A  est  contenu  dans  la 
somme  des  lignes  égales  à  a  (y).  Donc  le  quarre 
de  A  est  égal  à  la  surface  comprise  sous  la 
ligne  0  et  sous  une  ligne  composée  de  A ,  et 
du  double  de  la  somme  des  lignes  b  ,  r,  A ,  e  , 
z ,  H ,  0  ;  car  la  somme  des  lignes  égales  à  A  , 
la  ligne  a  exceptée,  est  égale  au  double  de 
la  somme  des  lignes  b,  r,  A,  e,  z,  h,  0  (cT).  Sem- 
blablement,  le  quarre  de  B  est  égal  à  la  sur- 
face comprise  sous  la  ligne  0,et  sous  une  ligne 
composée  de  la  ligne  B  et  du  double  des  lignes 
r ,  A,  E ,  z  ,  H,  0;  le  quarre  de  r  est  égal  à 
la  surface  comprise  sous  la  ligne  0  ,  et  sous 
ime  ligne  composée  de  la  ligne  r  et  du  dou- 
ble des  lignes  A ,  e,  z  ,  h,  ©.  Par  la  même  rai- 
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son  les  quarrésdes  lignes  restantes  sont  égaux 
aux  surfaces  comprises  sous  la  ligne  0  et  sous 
une  ligne  composée  de  la  ligne  qui  suit  et 
des  doubles  des  lignes  restantes.  Il  est  donc 
évident  que  la  somme  des  quarrés  de  toutes 
ces  lignes  est  égale  à  la  surface  comprise  sous 
0  et  sous  une  ligne  composée  de  toiiles  ces 
lignes,  c'est-à-dire  sous  une  ligne  composée 
de  A ,  du  triple  de  B  ,  du  quintuple  de  r ,  et 
des  lignes  suivantes  multipliées  par  les  nom- 
bres qui  suivent  ceux-ci.  * 

COROLLAIRE. 

Il  suit  évidemment  de-là  que  la  somme  des 
quarrés  construits  sur  les  lignes  qui  sont 
égales  chacune  à  la  plus  grande  est  plus 
petite  que  le  triple  de  la  somme  des  quarrés 
construits  sur  les  lignes  inégales;  car  la  pre- 
mière somme  seroit  triple  de  la  seconde,  si 
Ton  augmentoit  la  première  de  certaines 
quantités.  Il  est  encore  évident  que  la  pre- 
mière somme  est  plus  grande  que  le  triple  de 
la  seconde,  si  on  retranche  de  celle-ci  le 
triple  du  quarre  de  la  plus  grande  ligne.  Car 
ce  dont  la  première  somme  est  augmentée 
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est  moindre  que  le  triple  du  quarre  de  la 
plus  grande  ligne  (g).  Donc  si  Ton  construit 
des  figures  semblables  sur  les  lignes  qui  se 
surpassent  également  et  sur  les  lignes  qui 
sont  égales  chacune  à  la  plus  grande,  la 
somme  des  figures  construites  sur  les  lignes 
qui  sont  égales  chacune  à  la  plus  grande 
sera  plus  petite  que  le  triple  de  la  somme 
des  figures  construites  sur  les  lignes  inégales, 
et  la  première  somme  sera  plus  grande  que 
le  triple  de  la  seconde ,  si  Ton  retranche  de 
celle-ci  le  triple  de  la  figure  construite  sur 
la  plus  grande  ligne.  Car  ces  figures  qui  sont 
semblables  ont  entre  elles  la  même  raison 
^que  les  quarrés  dont  nous  avons  parlé. 

PROPOSITION    XL 

Si  des  lignes  en  aussi  grand  nombre  qu^on 
voudra,  et  qui  se  surpassent  également  sont 
placées  les  unes  à  la  suite  des  autres,  et  si 
l'on  prend  d'autres  lignes  dont  le  nombre 
soit  plus  petit  d'une  unité  que  le  nombre  de 
celles  qui  se  surpassent  également,  et  dont 
chacune  soit  égale  à  la  plus  grande  des  lignes 
inégales.  La  raison  de  la  somme  des  quarrés 
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des  lignes  qui  sont  égales  chacune  à  la  plus 
grande  à  la  somme  des   quarrés  des  lignes 
qui  se  surpassent  également^  le  quarre  de  la 
plus  petite  étant  excepté,  est  moindre  que 
la  raison  du  quarre  de  la  plus  grande  à  la 
surface  comprise  sous  la  plus  grande  ligne 
et  sous  la  plus  petite  ,  conjointement  avec  le 
tiers  du  quarre  construit  sur  Texcès  de  la 
plus  grande  sur  la  plus  petite;  et  la  raisjpn 
de  la  somme  des  quarrés  des  lignes  qui  sont 
égales  cliacune  à  la  plus  grande  à  la  somme 
des  quarrés  des  lignes  qui  se  surpassent  éga- 
lement, le  quarre  de  la  plus  grande  étant 
excepté,   est   plus   grande  que  cette  même 
raison  (a). 

Que  des  lignes  en    aussi  grand  nombre 
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qu'on  voudra,  et  qui  se  surpassent  également 
soient  placées  les  unes  à  la  suite  des  autres, 
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la  droite  ab  surpassant  fa  ;  TA  ^  El;  EZ,  H0; 
H0,  IK  ;  IK,  am;  et  am,  ns.  A  la  ligne  ta, 
ajoutons  une  ligne  ro  égale  à  un  excès;  à  la 
ligne  EZ  ,  la  ligne  En  égale  à  deux  excès  ;  à  la 
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ligne  He ,  la  ligne  HP  égale  à  trois  excès  ;  et 
ainsi  de  suite.  Les  lignes  ainsi  composées  se- 
ront égales  entre  elles,  et  égales  chacune  à 
la  plus  grande.  Il  faut  démontrer  que  la  rai- 
son de  la  somme  des  quarrés  des  lignes  ainsi 
composées  à  la  somme  des  quarrés  des  lignes 
qui  se  surpassent  également ,  le  quarre  de 
NS  étant  excepté,  est  moindre  que  la  raison 
du  quarre  de  ab  ,  à  la  surface  comprise  sous 
ab^nh,  conjointement  avec  le  tiers  du  quarre 
de  NT  ;  et  que  la  raison  de  la  somme  des 
quarrés  des  lignes  ainsi  composées  à  la  somme 
de  tous  les  quarrés  des  lignes  qui  se  surpas- 
sent également ,  le  quarre  de  la  plus  grande 
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ligne   étant  excepté  ,    est  plus  grande  que 
cette  même  raison  (a). 

De  chacune  des  lignes  qui  se  surpassent 
également ,  retranchons  une  ligne  égale  à 
Texcès  {Sy  Le  quarre  de  ab  sera  à  la  surface 
comprise  sous  ab  ,  $B ,  conjointement  avec  le 
tiers  du  quarre  de  A<i> ,  comme  le  quarre  de 
o A  est  à  la  surface  comprise  sous  OA ,  AX , 
conjointement  avec  le  tiers  du  quarre  de  xo; 
comme  le  quarre  de  nz  est  à  la  surface  com- 
prise sous   nz ,  -^z  ,  conjointement  avec  le 
tiers  du  quarre  de  •^n ,  et  comme  les  quar- 
rés  des  autres  lignes  sont  à  des  surfaces  prises 
de  la  même  manière.  Donc  la  somme  des 
quarrés  construits  sur  les  lignes  oA  ^  nz ,  P0 , 
IK  ^  TM ,  Ta  est  à  la  surface  comprise  sous 
la  ligne  NH,  et  sous  une  ligne  composée  de 
celles  dont   nous  venons    de  parler ,  con- 
jointement avec  le  tiers   de  la   soinme  (les 
quarrés  construits  sur  les  lignes  ox ,  n^^  pa  , 
^T ,  Tq ,  TN ,  comme  le  quarre  de  ab  est  à  la 
surface  comprise  sous  ab,  <^b  ,  conjointement 
avec  le  tiers  du  quarre  de  <ï)A.  Donc ,  si  Ton 
démontre  que  la  surface  comprise  sous  la 
ligne  NS  et  sous  une  ligne  composée  de  oA, 
nz,  pe,  2K,  TM,  Ta,  conjointement  avec  le 

TOME    II.  5 
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tiers  de  la  somme  des  quarrés  consti^uits  sur 
ox,  n**-.  Pu,  ST,  Tq,  TN  est  plus  petite 
que  la  sommie  des  quarrés  construits  sur  ab  , 
lû,  EZ ,  H0  ,  IK ,  AM ,  et  qu'elle  est  plus  grande 
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que  la  somme  des  quarrés  construits  sur  les 
lignes  FA,  EZ,  hg,  ik,  am,  n»,  il  sera  évi- 
dent qu'on  aura  démontré  ce  qui  est  pro- 
posé. 

En  effet,  la  surface  comprise  sous  la  ligne 
NS  et  sous  une  ligne  composée  de  OA,  nz,  pe, 
:SK*,  TM,  TH  ,  conjointement  avec  le  tiers  de 
la  somme  des  quarrés  construits  sur  ox ,  n'^, 
vn ,  ST,  TLf ,  YN  est  égale  à  la  somme  des 
quarrés  construits  sur  XA,  '^i^  ao,  çtc,  ijm, 
NS  ,  coiijiointement  avec  la  surface  comprise 
sous  la  ligne  NS,  et  sous  une  ligne  composée 
de  ox ,  n^,  pn ,  2<r ,  t^  ,  tn  ,  et  le  tiers  de  la 
somme  des  quarrés  construits  sur  les  lignes 
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ox ,  n^ ,  pn ,  sr  ,  TL( ,  TN  ;  et  la  somme 
des  qiiarrés  construits  sur  les  lignes  ab  ,  rA , 
£Z ,  H0  ^  IK,  AM  est  égale  à  la  somme  des  quar- 
rés  construits  sur  les  lignes  b<^,  xa^  -^^z,  qq^ 
ç-TC,  tfM,  conjointement  avec  la  somme  des 
quarrés  construits  sur  les  lignes  A$  ^  rx ,  e-^, 
no. ,  iT y  At|,  et  la  surface  comprise  sous  la 
ligne  B$  et  sous  le  double  d^une  ligne  com- 
posée A(ï)/rx,  E"^  ,  Ha  ,  ir,  ai^.  Mais  les 
quarrés  construits  sur  des  lignes  égales  cha- 
cune à  Na  ,  sont  communs  aux  unes  et  aux 
autres  de  ces  quantités  ;  et  la  surface  com- 
prise sous  la  ligne  NS  et  sous  une  ligne  com- 
posée de  ox,  n^ ,  ßp,  ç^s,  ljT  ,  tn  est  plus 
petite  que  la  surface  comprise  sous  bo  et  sous 
le  double  d^une  ligne  composée  de  a^  ,  rx  , 
x-^^,  Ha,  IT,  AL|;  parce  que  la  somme  des 
lignes  dont  nous  venons  de  parler  est  égale 
à  la  somme  des  lignes  ro ,  En ,  ph  ,  12 ,  at  , 
YN  ,  et  plus  grande  que  la  somme  des  lignes 
restantes.  De  plus,  la  somme  des  quarrés 
construits  sur  ao)  ,  rx ,  e-^  ,  Ha  ,  iç-  ,  al/  est 
plus  grande  que  le  tiers  de  la  somme  des 
quarrés  construits  sur  ox,  n^,  pn,  2<r,  rif, 
YN;  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut (10.  Cor.). 
Donc  la  somme  des  surfaces  dont  nous  ve- 
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nons  de  parler  est  plus  petite  que  la  somme 
des  quarrés  construits  sur  ab  ,  TA ,  EZ ,  H0  , 
IK ,  AM.  Il  reste  à  démontrer  que  la  somme  de 
ces  mêmes  surfaces  est  plus  grande  que  la 
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somme  des  quarrés  construits  sur  lA ,  ez,  H0, 
IK  y  AM,  NS.  En  effet,  la  somme  des  quarrés 
construits  sur  les  lignes  TA ,  ez,  h®,  ik,  am,  ns 
est  égale  à  la  somme  des  quarrés  construits 
sur  rx ,  E^*,  HQ,  19",  Aq,  conjointement  avec 
la  somme  des  quarrés  construits  sur  XA ,  -^z , 
ne ,  ÇTC ,  L|M,  ES,  et  la  surface  comprise  sous 
la  ligne  NS  et  sous  le  double  d'une  ligne  com- 
posée de  rx ,  E^,  Ha ,  iç-,  Atf.  Mais  les  quarrés 
construits  sur  XA ,  -^z ,  00 ,  ç-k  ,  Mq ,  NS  sont 
communs  ;  et  la  surface  comprise  sous  la 
ligne  NH  et  sous  une  ligne  composée  de  ox , 
n-^y  pri,  2<r,  l|T,  yn  est  plus  grande  que  la 
surface  comprise  sous  NS  et  sous  le  double 
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d^une  ligne  composée  de  rx,  E^,  Hß,  i<r,  alj; 
déplus ,  la  somme  des  quarrés  construits  sur 
xo  ,  -^^n ,  ßp ,  ç-s ,  t(T,  Tî^  est  plus  grande  que 
le  triple  de  la  somme  des  quarrés  construits 
sur  les  lignes  rx ,  e*p  ,  Ha  ,  it  ,  Atf  ;  ce  qui 
est  aussi  démontré  (lo.  Cor.).  Donc  la  somme 
des  surfaces  dont  nous  venons  de  parler  est 
plus  grande  que  la  somme  des  quarrés  con- 
struits sur  les  lignes  ta  ,  EZ ,  H0  ,  IK ,  am  ,  NS. 

COROLLAIRE. 

Donc ,  si  sur  ces  lignes  on  construit  des 
figures  semblables,  tant  sur  celles  qui  se  sur- 
passent également ,  que  sur  celles  qui  sont 
égales  chacune  à  la  plus  grande ,  la  raison 
de  la  somme  des  figures  construites  sur  les 
lignes  égales  chacune  à  la  plus  grande  à  la 
somme  des  figures  construites  sur  les  lignes 
qui  se  surpassent  également,  la  figure  con- 
struite sur  la  plus  petite  étant  exceptée,  sera 
moindre  que  la  raison  du  quarre  de  la  plus 
grande  ligne  à  la  surface  comprise  sous  la 
plus  grande  ligne  et  sous  la  plus  petite ,  con- 
jointement avec  le  tiers  du  quarre  de  Fexcès 
de  la  plus  grande  ligne  sur  la  plus  petite  ;  et 
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la  raison  de  la  somme  des  figures  construites 
sur  les  lignes  égales  chacune  à  la  plus  grande 
à  la  somme  des  figures  construites  sur  les 
lignes  qui  se  surpassent  également,  la  figure 
construite  sur  la  plus  grande  étant  excep- 
tée, sera  plus  grande  que  cette  même  rai- 
son. Car  ces  figures  qui  sont  semblables  sont 
entre  elles  comme  les  quarrés  dont  nous 
avons  parlé. 

DÉFINITIONS. 

1.  Si  une  droite  menée  dans  un  plan,  une 
de  ses  extrémités  restant  immobile,  tourne 
avec  une  vitesse  uniforme  jusqu^à  ce  qu^elle 
soit  revenue  au  même  endroit  d^où  elle  avoit 
commencé  à  se  mouvoir  ,  et  si  dans  la  ligne 
qui  a  tourné,  un  point  se  meut  avec  une 
vitesse  uniforme  en  partant  du  point  immo- 
bile de  cette  ligne,  ce  point  décrira  une 
hélice. 

2.  Le  point  de  la  ligne  droite  qui  reste 
immobile  s'appellera  le  commencement  de 
rhélice. 

5.  La  position  de  la  ligne  droite  d'où  cette 
ligne  a  commencé  à  se  mouvoir  ,  s'appellera 
le  commencement  de  la  révolution. 
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4.  La  droite  que  le  point  a  parcourue  dans 
celle  où  il  se  meut  pendant  la  première  ré- 
volution, s'appellera  la  première  droite;  celle 
que  le  point  a  parcourue  pendant  la  se- 
conde révolution  s'appellera  la  seconde  ,  et 
ainsi  de  suite  ;  c'est-à-dire  que  les  noms  des 
autres  droites  seront  les  mêmes  que  le  nom 
des  révolutions. 

5.  La  surface  comprise  par  Thélice  décrite 
dans  la  première  révolution  et  par  la  pre- 
mière droite  s'appellera  la  première  surface; 
la  surface  comprise  par  l'hélice  décrite  dans 
la  seconde  révolution  et  par  la  seconde  droite 
s^appellera  la  seconde  surface ,  et  ainsi  de 
suite. 

6.  Si  du  point  qui  est  le  commencement 
de  l'hélice  ,  on  mène  une  ligne  droite  quel- 
conque, ce  qui  est  du  côté  de  cette  ligne  vers 
lequel  la  révolution  se  fait ,  s'appellera  les 
antecedens,  et  ce  qui  est  de  l'autre  côté 
s'appellera  les  conséquens. 

7.  Le  cercle  décrit  du  point  qui  est  le  com- 
mencement de  l'hélice  comme  centre,  et  d'un 
rayon  égal  à  la  première  droite,  s^appellera 
le  premier  cercle  ;  le  cercle  décrit  du  même 
point  et  avec   un  rayon  double   de  la  pre- 
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mière  droite  s'appellera  le  second,  et  ainsi 
des  autres. 

PROPOSITION    XII. 

Si  tant  de  droites  que  Ton  voudra  sont 
menées  du  commencement  d'une  hélice  dé- 
crite dans  la  première  révolution  à  cette 
même  hélice  en  formant  des  angles  égaux 
entre  eux ,  ces  droites  se  surpasseront  égale- 
ment. 

Soit  une  hélice  dans  laquelle  les  droites 
AB,  AT,  AA,  AE,  AZ  fassent  des  angles  égaux 


entre  eux.  Il  faut  démontrer  que  Texcès  de 
AF  sur  AB  est  égal  à  Texcès  de  AA  sur  af  ,  et 
ainsi  de  suite. 

Car  dans  le  temps  que  la  ligne  droite  qui 
tourne  arrive  de  ab  en  af  ,  le  point  qui  se 
meut  dans  cette  ligue  parcourt  Texcès  de  fa 
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sur  AB  ;  et  dans  le  temps  que  la  ligne  droite 
arrive  de  Ar  en  A  A  ,  le  point  parcourt  Texcès 
de  AA  sur  AT.  Mais  la  ligne  droite  va  dans 
un  temps  égal  de  ab  en  Ar  et  de  af  en  aa  , 
parce  que  les  angles  sont  égaux  ;  donc  le 
point  qui  se  meut  dans  la  ligne  droite  par- 
court dans  un  temps  égal  Texcès  de  af  sur 
AB  ,  et  Texcès  de  A  A  sur  af  (i);  donc  ,  Texcès 
de  AF  sur  ab  est  égal  à  Texcès  de  a  A  sur  AF, 
et  ainsi  de  suite. 

PROPOSITION    XIII. 

Si  une   ligne  droite  touche  une  hélice, 
elle  ne  la  touchera  qu^en  un  seul  point. 
Soit  rhélice  abfa.  Que  le  commencement 


de  rhélice  soit  le  point  A  ;  que  le  commen- 
cement de  la  révolution  soit  la  droite  aa  , 
et  que  la   droite  ZE  touche  cette  hélice.  Je 
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dis  que  cette  droite  ne  la  touchera  qu'en  un 
seul  point 

Car  que  la  droite  ze  touche  Fhélice  aux 
deux  points  r,  h,  si  cela  est  possible.  Menons 


les  droites  Ar ,  ah.  Partageons  en  deux  par- 
ties égales  Fangle  compris  entre  ah  ,  Ai ,  et 
que  le  point  où  la  droite  qui  partage  cet 
angle  en  deux  parties  égales  rencontre  Thé- 
lice  soit  le  point  0.  L'excès  de  ah  sur  A0  sera 
égal  à  Texcès  de  A0  sur  Ar ,  parce  que  ces 
droites  comprennent  des  angles  égaux  entre 
eux.  Donc  la  somme  des  droites  ah,  ai  est 
double  de  A0.  Mais  la  somme  des  droites  ah, 
Ar  est  plus  grande  que  le  double  de  la  droite 
A0  qui  est  dans  le  triangle  et  qui  partage 
Tangle  en  deux  parties  égales  (a).  Il  est  donc 
évident  que  le  point  où  la  droite  A0  ren- 
contre la  droite  rn  tombe  entre  les  points 
e  ,  A.  Donc  la  droite  ez  coupe  Thélice,  puis- 
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que  parmi  les  points  qui  sont  dans  fh,  il  en 
est  quelqu^un  qui  tombe  en  dedans  de  Fhélice. 
Mais  on  avoit  supposé  que  la  droite  EZ  étoit 
tangente.  Donc  la  droite  EZ  ne  touche  Thé- 
lice  qu^en  un  seul  point. 

PROPOSITION    XIV. 

Si  deux  droites  sont  menées  à  une  hélice 
décrite  dans  la  première  révolution  du  point 
qui  est  le  commencement  de  Fhélice ,  et  si 
ces  droites  sont  prolongées  jusqu^à  la  circon- 
férence du  premier  cercle,  les  droites  menées 
à  Fhélice  seront  entre  elles  comme  les  arcs 
de  ce  cercle  compris  entre  Fextrémité  de 
Fhélice ,  et  les  extrémités  des  droites  prolon- 
gées qui  sont  dans  la  circonférence  :  les  arcs 
de  cercle  étant  pris  à  partir  de  Fextrémité 
de  Fhélice,  en  suivant  le  sens  du  mouve- 
ment. 

Soit  Fhélice  abtaeq  décrite  dans  la  pre- 
mière révolution  ;  que  le  commencement  de 
Fhélice  soit  le  point  a  ;  que  le  commence- 
ment de  la  révolution  soit  0A,  et  que  le  pre- 
mier cercle  soit  0KH.  Que  les  droites  ae  ,  aa 
soient  menées  du  point  a  à  Fhélice ,  et  que 
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ces  droites  soient  prolongées  jusqu'à  la  cir- 
conférence du  cercle,  c'est-à-dire  jusqu'aux 
points  t,  H,  Il  faut  démontrer  que  ae  est  à 
AA  comme  l'arc  0KZ  est  à  l'arc  ©kh. 


Car  la  ligne  droite  A0  ayant  fait  une  ré- 
volution^ il  est  évident  que  le  point  0  se 
sera  mu  avec  une  vitesse  uniforme  dans  la 
circonférence  0KH,  et  le  point  A,  dans  la 
ligne  droite  a©;  que  le  point  0  aura  par- 
couru l'arc  0KZ^  et  le  point  A  la  droite  ae; 
que  le  point  a  aura  parcouru  la  droite  AA  et 
le  point  0  l'arc  0KH,  et  que  chacun  de  ces 
deux  points  se  sera  mu  avec  une  vitesse  uni- 
forme. Il  est  donc  évident  que  ae  est  à  AA 
comme  l'arc  0KZ  est  à  l'arc  0KH.  Ce  qui  a  été 
démontré  plus  haut  (2).  On  démontreroit 
semblablement  que  cela  arriveroit  encore. 
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quand  même  Fune  des  deux  droites  menée 
du  centre  à  la  circonférence  tomberoit  à 
Textrémité  de  Tliélice. 

PROPOSITION    XV. 

Si  deux  droites  sont  menées  à  une  hélice 
décrite  dans  la  seconde  révolution  du  com- 
mencement de  cette  hélice ,  ces  droites  se- 
ront entre  elles  comme  les  arcs  dont  nous 
avons  parlé,  conjointement  avec  une  en- 
tière circonférence  du  cercle. 

Soit  rhélice  ABrAGE^vM,  dont  la  partie 
ABFAe  soit  décrite  dans  la  première  révolu- 


tion ,  et  dont  l'autre  partie  0Eam  soit  dé- 
crite dans  la  seconde.  Menons  à  Thélice  les 
droites  ae,  aa.  11  faut  démontrer  que  aa  est 
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à  AE  comme  Tare  gkz  ,  conjointement  avec 
une  entière  circonférence  du  cercle  est  à 
l'arc  0KH,  conjointement  avec  une  entière 
circonférence  du  cercle. 


Car  le  point  A  qui  se  meut  dans  la  ligne 
droite  parcourt  la  ligne  aa  dans  le  même 
temps  que  0  parcourt  une  entière  circonfé- 
rence du  cercle  et  Tare  0KZ  ;  et  le  point  a 
parcourt  la  droite  AE  dans  le  même  temps 
que  le  point  0  parcourt  une  entière  circon- 
férence du  cercle  et  Tare  ©kh.  Or  ces  deux 
points  se  meuvent  chacun  avec  une  vitesse 
uniforme.  Il  est  donc  évident  que  aa  est  à 
AE  comme  Tare  0KZ  ,  conjointement  avec 
une  entière  circonférence  du  cercle  est  à 
Tare  0KH,  conjointement  avec  une  entière 
circonférence  du  cercle  (2). 
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Si  des  droites  étoient  menées  à  une  hé- 
lice décrite  dans  la  troisième  révolution, 
on  démontreroit  de  la  même  manière  que 
ces  droites  seroient  entre  elles  comme  les 
arcs  dont  nous  avons  parlé  ,  conjointement 
avec  deux  fois  la  circonférence  entière  du 
cercle.  Semblablement ,  si  des  droites  étoient 
menées  à  d'autres  hélices  ,  on  démontreroit 
semblablement  que  ces  droites  seroient  entre 
elles  comme  les  arcs  dont  nous  avons  parlé, 
conjointement  avec  la  circonférence  entière 
du  cercle ,  prise  autant  de  fois  qu^il  y  auroit 
eu  de  révolutions  moins  une ,  quand  même 
une  des  droites  tomberoit  à  Textrémité  de 
rhélice. 

PROPOSITION    XVI. 

Si  une  droite  touche  une  hélice  décrite 
dans  la  première  révolution ,  et  si  Ton  mène 
une  droite  du  point  de  contact  au  point  qui 
est  le  commencement  de  Thélice ,  les  angles 
que  la  tangente  fait  avec  la  droite  qui  a  été 
menée,  seront  inégaux;  et  celui  qui  est  du 
côté  des  antecedens  est  obtus,  et  celui  qui 
est  du  côté  des  conséqueus  çst  aigu. 
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Que  ABFA©  soit  une  hélice  décrite  dans 
la  première  révolution  ;  que  le  point  A  soit 
le  commencement  de  Fhélice;  la  droite  Ae 
le  commencement  de  la  révolution  et  0kh 


le  premier  cercle.  Qu^une  droite  aez  touche 
rhélice  au  point  A,  et  joignons  le  point  A 
et  le  point  A  par  la  droite  aa.  Il  faut  dé- 
montrer que  AZ  fait  avec  aa  un  angle  obtus. 
Avec  Fintervalle  a  A  et  du  point  a  comme 
centre ,  décrivons  le  cercle  atn.  Il  faut  né- 
cessairement que  la  partie  de  la  circonfé- 
rence de  ce  cercle  qui  est  du  côté  des  ante- 
cedens tombe  en  dedans  de  Thélice ,  et  que 
la  partie  qui  est  du  côté  des  conséquens 
tombe  en  dehors  ;  parce  que  parmi  les  droites 
menées  du  point  A  à  Fhélice  ^  celles  qui  sont 
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du  côté  des  antecedens  sont  plus  grandes  que 
AA  y  et  que  celles  qui  sont  du  côté  des  con- 
séquens   sont  plus  petites.  H  est  donc  évi- 
dent que  Fangle  formé  par  les  deux  droites 
AA,  AZ  n^est  pas  aigu,  parce  que  cet  angle 
est  plus  grand  que  Fangle  du  demi-cercle  (a). 
II  faut  démontrer  à  présent  qu'il  n'est  pas 
droit.  Qu'il  soit  droit,  si  cela  est  possible. 
Alors  la  droite  EAZ  sera  tangente  aii  cercle 
ATN.  Mais  il  est  possible  de  mener  du  point 
A  à  la  tangente  une  droite ,  de  manière  que 
la  raison  de  la  droite  comprise  entre  le  cercle 
et  la  tangente  au  rayon  soit  moindre  que  la 
raison  de  Tare  compris  entre  le  point  de  con- 
tact et  la  droite  menée  du  centre  à  un  arc 
donné  (5).  C'est  pourquoi  menons  la  droite 
AI  qui  coupe  Fhélice  au  point  a  ,  et  la  cii- 
conférence  au  point  P  ;  et  que  la  raison  de 
PI  à  AP  soit  moindre  que  la  raison  de  Tare  AP 
à  l'arc  ANT.   Donc,  la  raison   de  la  droite 
entière  lA  à  AP  est  moindre  que  la  raison  de 
l'arc  PANT  à  l'arc  ANT ,  c'est-à-dire  que  la 
raison  de  l'arc  SHKe  à  l'arc  HKe.  Mais  la  rai- 
son de  l'arc  2HK0  à  l'arc  HKe  est  la  même  que 
la  raison  de  la  droite  a  a  à  la  droite  aa  ;  ce 
qui  est  démontré  (14)  ;   donc  la  raison  de  ai 

TOME    II.  4 
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à  AP  est  moindre  que  la  raison  de  aa  à  aa.  Ce 
qui  est  impossible;  car  pa  est  égal  à  AA  et 
lA ,  est  plus  grand  que  aa.  Donc  l'angle  com- 
pris par  les  droites  aa  ,  AZ  n'est  pas  droit.  Mais 
nous  avons  démontré  qu'il  n'est  pas  aigu; 
il  est  donc  obtus.  On  démontreroit  sembla- 
blement  que  la  même  chose  arriveroit  en- 
core si  la  droite  qui  touche  l'hélice  la  tou- 
choit  à  son  extrémité. 

PROPOSITION    XVIL 

Il  en  sex^a  de  même  si  une  droite  touche 
une  hélice  décrite  dans  la  seconde  révolu- 
tion. 

Que  la  droite  ez  touche  une  hélice  dé- 
crite dans  la  seconde  révolution.  Faisons 
les  mêmes  choses  qu'auparavant.  Par  la 
même  raison  ^  les  parties  de  la  circonfé- 
rence qui  sont  du  côté  des  antecedens  tom- 
beront dans  l'hélice,  et  celles  qui  sont  du 
côté  des  conséquens  tomberont  en  dehors. 
Donc  l'angle  formé  par  les  droites  aa,  AZ 
n'est  point  droit,  mais  bien  obtus.  Qu'il  soit 
droit,  si  cela  est  possible.  Alors  la  droite  ez 
touchera  le  cercle  pna  au  point  A.  Conduisons 
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de  nouveau  à  la  tangente  une  droite  ai  que 
coupe  rhélice  au  point  x  ,  et  la  circonférence 
du  cercle  PNA  au  point  p.  Que  la  raison  de 
PI  à  PA  soit  moindre  que  la  raison  de  Tare 


AP  à  une  circonférence  entière  du  cercle  apn  , 
conjointement  avec  Tare  ant;  car  on  dé- 
montre que  cela  peut  se  faire  (5).  Donc  la 
raison  de  la  droite  entière  ia  à  la  droite  ap  , 
est  moindre  que  la  raison  de  Tare  pant,  con- 
jointement avec  une  circonférence  du  cercle 
à  Tare  ant  ,  conjointement  avec  une  circon- 
férence entière  du  cercle.  Mais  la  raison  de 
Tare  PANT  ^  conjointement  avec  une  circon- 
férence entière  du  cercle  antp  à  Tare  ant  y 
conjointement  avec  une  circonférence  en- 
tière du  cercle  ANTP  est  la  même  que  la  rai- 
son de  l'arc  SHKe  ^  conjointement  avec  une 
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circonférence  entière  du  cercle  eXHK  à  Tare 
HK0 ,  conjointement  avec  une  circonférence 
entière  du  cercle  02HK  ;  et  la  raison  des  arcs 
dont  nous  venons  de  parler  est  la  même  que 


la  raison  de  la  droite  XA  à  la  droite  AA  ;  ce 
qui  est  démontré  (14).  Donc  la  raison  de 
lA  à  AP  est  moindre  que  la  raison  de  ax  à 
AA.  Ce  qui  est  impossible ,  parce  que  pa  est 
égal  à  A  A,  et  que  lA  est  plus  grand  que  ax.  Il 
est  donc  évident  que  Tangle  formé  par  les 
droites  aa,  az  est  obtus.  Donc  Fangle  res- 
tant est  aigu.  Les  mêmes  choses  arriveroient , 
si  la  tangente  tomboit  à  Fextrémité  de 
Thé  lice. 

Si  une  droite  touchoit  une  hélice  formée 
d'une  révolution  quelconque  et  même  à  son 
extrémité ,  on  démontreroit  semblablement 
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que  cette  droite  formeroit  des  angles  inégaux 
avec  la  droite  menée  du  point  cle  contact; 
et  que  celui  de  ces  angles  qui  est  du  côté  des 
antecedens  seroit  obtus  ^  et  que  celui  qui 
est  du  côté  des  conséquens  seroit  aigu. 

PROPOSITION    XVIII. 

Si  une  hélice  décrite  dans  la  première  ré- 
volution est  touchée  à  son  extrémité  par  une 
droite;  si  du  point  qui  est  le  commencement 
de  rhélice,  on  élève  une  perpendiculaire 
sur  la  droite  qui  est  le  commencement  de  la 
révolution ,  cette  perpendiculaire  rencon- 
trera la  tangente ,  et  la  partie  de  cette  per- 
pendiculaire comprise  entre  la  tangente  et  le 
commencement  de  Thélice  sera  égale  à  la 
circonférence  du  premier  cercle. 

Soit  rhélice  abia©.  Que  le  point  a  soit  le 
commencement  de  Thélice;  la  droite  0K  le 
commencement  de  la  révolution,  et  ghk  le 
premier  cercle.  Que  la  droite  0Z  touche  Thé- 
lice  au  point  0;  et  du  point  A  menons  la 
droite  AZ  perpendiculaire  sur  ©a.  Cette  per- 
pendiculaire rencontrera  nécessairement  la 
tangente  0Z ,  parce  que  les  droites  z©  ,  0a 
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comprennent  un  angle  aigu  (16).  Que  cette 
perpendiculaire  rencontre  la  tangente  au 
point  z.  Il  faut  démontrer  que  la  perpen- 


diculaire ZA  est  égale  à  la  circonférence  du 
cercle  0KH. 

Car  si  elle  ne  lui  est  pas  égale ,  elle  est  ou 
plus  grande  ou  p^us  petite.  Qu'elle  soitd^abord 
plus  grande ,  si  cela  est  possible.   Je  prends 
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une  droite  aa  plus  petite  que  ZA ,  mais  plus 
grande  que  la  circonférence  du  cercle  0HK. 
On  a  donc  un  cercle  shk  ,  et  dans  ce  cercle 
une  droite  en  plus  petite  que  le  diamètre; 
et  de  plus,  la  raison  de  0A  à  aa  est  plus 
grande  que  la  raison   de  la  moitié   de  la 
droite  H0   à  la  perpendiculaire  menée  du 
point  A  sur  la  droite  ne  ;  parce  que  la  pre- 
mière raison  est  encore  plus  grande  que  la 
raison  de  0A  à  ai  {cc\  On  peut  donc  mener  du 
point  A  à  la  ligne  prolongée  une  droite  AN , 
de  manière  que  la  raison  de  la  droite  np 
placée    entre   la    circonférence    et    la  ligne 
prolongée  à  la  droite  0P  soit  la  même  que 
la  raison  de  ©a  à  aa  (7).  Donc  la  raison  de 
NP  à  PA  sera  la  même  que  la  raison  de  er  a 
AA  {€).  Maislaraison  0P  à  aa  est  moindre  que 
la  raison  de  l'arc   0P  à  la  circonférence  du 
cercle  0HK  ;  car  la  droite  ©P  est  plus  petite 
que  l'arc   0P  ,  et  la  droite  aa  est    au  con- 
traire plus  grande  que  la  circonférence  du 
cercle  ©hk.   Donc   la  raison  de  NP  à  PA  est 
moindre  que  la  raison  de  l'arc  ©p  à  la  cir- 
conférence du  cercle  ©hk.  Donc  la  raison  de 
la  droite  entière  na  à  ap  est  moindre  que  la 
raison  de  l'arc  ©p  ,  conjointement  avec   la 


56  D  E  s    H  É  L  I  C  E  s, 

circonférence  du  cercle  0HK  à  cette  circon- 
férence (7/).  Mais  la  raison  de  Tare  0P,  con- 
jointement avec  la  circonférence  du  cercle 


0HK  à  la  circonférence  du  cercle  ©kh,  est  la 
même  que  la  raison  de  XA  à  A©  ;  ce  qui  est 
démontré  (i5).  Donc  la  raison  de  NA  à  ap 
est  moindre  que  la  raison  de  XA  à  A©.  Ce 
qui  ne  peut  être  ;  car  NA  est  plus  grand  que 
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AX ,  tandis  que  AP  est  égal  à  ag.  Donc  la 
droite  ZA  n^est  pas  plus  grande  que  la  cir- 
conférence du  cercle  0HK. 


Que  la  droite  za  soit  à  présent  plus  pe- 
tite que  la  circonférence  du  cercle  ghk  ,  si 


cela  est  possible.  Je  prends  une  droite  aa  plus 
grande  que  AZ  ^  mais  plus  petite  que  la  cir- 
conférence du  cercle  ghk.  Du  point  0 ,  je 
mène  la  droite  gm  parallèle  à  AZ.  On  a  un 
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cercle  gkh^  et  une  droite  en  dans  ce  cercle 
qui  est  plus  petite  que  le  diamètre;  on  a  de 
plus  une  droite  qui  touche  le  cercle  au  point 
0  ;  et  la  raison  de  A©  à  aa  est  moindre  que 
la  raison  de  la  moitié  de  la  droite  h0  à  la 
perpendiculaire  menée  du  point  a  sur  la 
droite  ne  ;  parce  que  la  première  raison  est 
moindre  que  celle  de  0A  à  az.  On  peut  donc 
mener  du  point  a  à  la  tangente  une  droite 
AIT,  de  manière  que  la  raison  de  la  droite 
PN  placée  entre  la  ligne  donnée  dans  le  cercle, 
et  entre  la  circonférence  à  la  droite  ©n  pla- 
cée entre  la  droite  An  et  le  point  de  contact 
soit  la  même  que  la  raison  de  ©A  à  a  a  (8). 
Que  la  droite  An  coupe  le  cercle  au  point  p  et 
rhélice  au  point  x.  Par  permutation ,  la  rai- 
son de  la  droite  np  à  pa  sera  la  même  que 
celle  de  ©n  à  aa.  Mais  la  raison  de  ©n  à  aa 
est  plus  grande  que  la  raison  de  Tare  ©p  à 
la  circonférence  du  cercle  ©hk  ;  car  la  droite 
©n  est  plus  grande  que  Farc  ©P ,  tandis  que 
la  droite  aa  est  plus  petite  que  la  circonfé- 
rence du  cercle  ©hk.  Donc  la  raison  de  np 
à  AP  est  plus  grande  que  la  raison  de  Tare 
©p  à  la  circonférence  du  cercle  ©hk.  Donc 
la  raison  de  pa  à  an  est  aussi  plus  grande  que 
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la  raison  de  la  circonférence  du  cercle  ghk  à 
Tare  0KP  (cT).  Mais  la  raison  de  la  circonfé- 
rence du  cercle  ghk  à  l'arc  okp  est  la  même 
que  la  raison  de  eA  à  ax  ;  ce  qui  est  démon- 


tré (  14  ).  Donc  la  raison  de  pa  à  AN  est  plus 
grande  que  la  raison  de  AG  à  AX.  Ce  qui  ne 
peut  être.  Donc  la  droite  ZA  n'est  ni  plus 
grande  ni  plus  petite  que  la  circonférence 
du  cercle  eHK.  Donc  elle  lui  est  égale. 
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PROPOSITION    XIX. 

Si  une  hélice  décrite  dans  la  seconde  révo^ 
lution  est  touchée  à  son  extrémité  par  une 
droite  ^  et  si  du  commencement  de  l'hé- 
lice^ on  mène  une  perpendiculaire  sur  la 
ligne  qui  est  le  commencement  de  la  révo- 
lution ,  cette  perpendiculaire  rencontrera  la 
tangente,  et  la  partie  de  cette  perpendicu- 
laire placée  entre  la  tangente  et  Torigine  de 
rhélice  sera  double  de  la  circonférence  du 
second  cercle. 

Que  rhélice  ABre  soit  décrite  dans  la  pre- 
mière révolution ,  et  Thélice  0Er  dans  la  se- 
conde. Que  0KH  soit  le  premier  cercle  et 
TMN  le  second.  Qu^une  droite  TZ  touche  Thé- 
lice  au  point  r ,  et  menons  la  droite  ZA  per- 
pendiculaire sur  TA  ;  cette  perpendiculaire 
rencontrera  la  droite  TZ ,  parce  qu^on  a  dé- 
montré que  Fangle  compris  par  les  droites 
AT,  TZ  est  aigu  (17).  Il  faut  démontrer  que 
la  droite  ZA  est  double  de  la  circonférence 
du  cercle  TMN. 

Car  si  cette  droite  n'est  pas  double  de 
cette  circonférence,  elle  est  ou  plus  grande 
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OU  plus  petite  que  son  double.  Qu'elle  soit 
d'abord  plus  grande  que  son  double.  Pre- 
nons une  droite  A  a  plus  petite  que  za  ,  mais 


plus  grande  que  le  double  de  la  circonfé- 
rence du  cercle  tmn.  On  a  dans  un  cercle  et 
une  droite  inscrite  dans  ce  cercle ,  qui  est 
plus  petite  que  le  diamètre  ;  et  la  raison  de 
TA  à  AA  est  plus  grande  que  la  raison  de  la 
moitié  de  la  droite  TN  à  la  perpendiculaire 
menée  du  point  a  sur  la  droite  TN  (a).  On 
peut  donc  mener  du  point  A  à  la  ligne  pro- 
longée ime  droite  A2  ,  de  manière  que   la 
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droite  PS  placée  entre  la  circonférence  et  la 
droite  prolongée  à  la  droite  TP  soit  la  même 
que  la  raison  de  TA  à  aa  (7).  Que  la  droite  as 
coupe  le   cercle  au  point  p  et  Thélice    au 
point  X.  Par  permutation,  la  raison  de  la 
droite  P2  à  la  droite  ta  sera  la  même  que 
la  raison  de  la  droite  tp  à  la  droite  aa.  Mais 
la  raison    de  tp  à    aa  est  moindre  que  la 
raison  de  Tare  Tp  au  double  de  la  circon- 
férence TMN  ;  car  la  droite  tp  est  plus  petite 
que  Tare  TP  ;  tandis  que  la  droite  a  a  est  plus 
grande  que  le  double  de  la  circonférence  du 
cercle  tmn.  Donc  la  raison  de  px  à  ap  est 
moindre  que  la  raison  de  Tare  tp  au  double 
de  la  circonférence  du  cerclé  tmn.  Donc  la 
raison  de  la  droite  entière  2Aà  AP  est  m  oindre 
que  la  raison  de  Tare  tp,  conjointement  avec 
le  double  de  la  circonférence  du  cercle  tmn 
au   double   de  la   circonférence  tmn.  Mais 
la  dernière  raison  est  la  même  que  celle  de 
XA  à  AT;  ce  qui  a  été  démontré  (i5).  Donc  la 
raison  de  AX  à  ap  est  moindre  que  la  raison 
de  XA  à  TA.  Ce  qui  ne  peut  être.  Donc  la 
droite  za  n'est  pas  plus  grande  que  le  double 
de  la  circonférence  du  cercle  tmn.  On  dé- 
montrera semblablement  que  cette  droite 
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n'est  pas  plus  petite  que  le  double  de  la  cir- 
conférence du  cercle  tmn.  Donc  elle  est 
double  de  cette  circonférence. 


On  démontrera  de  la  même  manière  que 
si  une  hélice  décrite  dans  une  révolution 
quelconque  est  touchée  à  son  extrémité  par 
une  droite,  la  perpendiculaire  menée  du 
commencement  de  Fhélice  sur  la  ligne  qui 
est  le  commencement  de  la  révolution  ,  ren- 
contrera la  tangente,  et  cette  perpendicu- 
laire sera  égale  au  produit  de  la  circonfé- 
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rence  du  cercle  dénommé  d'après  le  nombre 
des  révolutions  par  ce  même  nombre. 

PROPOSITION    XX. 

Si  une  hélice  décrite  dans  la  première  ré- 
volution est  touchée  non  à  son  extrémité 
par  une  droite  ,  si  Fon  mène  une  droite  du 
point  de  contact  au  commencement  de  Thé- 
lice  y  et  si  du  point  qui  est  le  commence- 
ment de  rhélice  et  avec  un  intervalle  égal 
à  la  droite  qui  a  été  menée,  on  décrit  un 
cercle  ;  et  de  plus  ,  si  du  commencement  de 
rhélice  on  mène  une  droite  perpendiculaire 
sur  celle  qui  a  été  menée  du  point  de  con- 
tact au  commencement  de  Fhélice ,  cette 
droite  rencontrera  la  tangente  (16),  et  la 
partie  de  cette  droite  qui  est  placée  entre 
la  tangente  et  le  commencement  de  l'hélice 
sera  égale  à  Tare  de  cercle  qui  est  placé 
entre  le  point  de  contact  et  le  point  de  sec- 
tion dans  lequel  le  cercle  décrit  coupe  la 
ligne  qui  est  le  commencement  de  la  révo- 
lution :  cet  arc  étant  pris  à  partir  du  point 
placé  dans  la  ligne  qui  est  le  commencement 
de  la  révolution  en  suivant  le  sens  du  mou- 
vement. 
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Que  ABTA  soit  une  hélice  décrite  dans  la 
première  révolution.  Qu'une  droite  aez  la 
touche  au  point  A ,  et  du  point  A  menons  au 
commencement  de  Fhélice  la  droite  aa.  Du 


point  A  comme  centre  ^  et  avec  Tintervalle 
AA,  décrivons  le  cercle  amn  qui  coupe  au 
point  K  la  ligne  qui  est  le  commencement  de 
la  révolution,'  et  menons  la  droite  za  pei-pen- 
diculaire  sur  AA.  La  droite  ZA  rencontrera  la 
tangente  (16).  Il  faut  démontrer  que  cette 
droite  est  égale  à  l'arc  kmna. 

Car  si  elle  ne  lui  est  pas  égale  ,  elle  est 
plus  grande  ou  plus  petite.  Qu'elle  soit  d'a- 
bord plus  grande  ,  si  cela  est  possible.  Pre- 
nons une  droite  AA  plus  petite  que  za  ,  mais 

TOME   II.  5 
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plus  grande  que  Tare  kmna.  On  a  un  cercle 
KMN  5  et  dans  ce  cercle  une  droite  an^  qui 
est  plus  petite  que  le  diamètre  ;  et  de  plus  , 
la  raison  de  A  a  à  aa  est  plus  grande  que  la 
raison  de  la  droite  an,  à  la  perpendiculaire 
menée  du  point  A  sur  la  droite  an.  On 
peut  donc  mener  du  point  a  sur  la  droite 
NA  prolongée  une  droite  ae,  de  manière  que 
la  raison  de  ep  à  AP  soit  la  même  que  la  rai- 
son de  aa  à  AA  ;  car  on  a  démontré  que  cela 
se  peut  (7).  Donc  la  raison  de  ep  à  ap  sera  la 
raiême  que  la  raison  de  ap  à  aa.  Mais  la  rai- 
son de  AP  à  AA  est  moindre  que  la  raison  de 
Tare  AP.à  Tare  kma  ;  parce  que  la  droite  ap 
est  plus  petite  que  Vaxc  Ap  ,  tandis  que  la 
droite  aa  est  plus  grande  que  Tare  kma. 
Donc  la  raison  de  ep  à  pa  est  moindre  que 
la  raison  de  Tare  ap  à  Farc  kma.  Donc  la  rai- 
son de  AE  à  AP  est  encore  moindre  que  la 
raison  de  l'arc  kmp  à  Tare  kma.  Mais  la  rai- 
son de  Farc  kmp  à  Farc  kma  est  le  même 
que  la  raison  de  xa  à  aa  (14);  donc  la  raison 
de  EA  à  AP  est  moindre  que  la  raison  de  XA 
à  A  A.  Ce  qui  ne  peut  être.  Donc  la  droite  ZA 
n'est  pas  plus  grande  que  Farc  kma.  On  dé- 
montrera semblablement  comme  on  l'a  fait 
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plus  haut,  qu^elle  n'est  pas  plus  petite. Elle 
lui  est  donc  égale. 

Si  une  hélice  décrite  dans  la  seconde  ré- 
volution est  touchée  non  à  son  extrémité  par 


une  droite ,  et  si  Ton  fait  le  reste  comme  au- 
paravant, on  démontrera  de  la  même  ma- 
nière que  la  droite  comprise  entre  la  tan- 
gente et  le  commencement  de  Thélice  est 
égale  à  la  circonférence  du  cercle  qui  a  été 
décrit ,  conjointement  avec  Tare  qui  est  placé 
entre  les  points  dont  nous  avons  parlé ,  cet 
arc  étant  pris  de  la  même  manière;  et  si  une 
hélice  décrite  dans  une  révolution  quelcon- 
que est  touchée  non  à  son  extrémité ,  et  si 
Ton   fait  le   reste   comme    auparavant,    la 
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droite  placée  entre  les  j^oi^^^s  dont  nous 
avons  parlé  sera  égale  à  la  circonférence  du 
cercle  qui  aura  été  décrit,  multipliée  par 
le  nombre  des  révolutions  moins  une,  con- 
jointement avec  Tare  placé  entre  les  points 
dont  nous  avons  parlé  ,  cet  arc  étant  pris  de 
la  même  manière. 

« 

PROPOSITION    XXI. 

Ayant  pris  la  surface  qui  est  contenue  par 
une  hélice  décrite  dans  la  première  révolu- 
tion ,  et  par  la  première  des  droites  parmi 
celles  qui  sont  dans  le  commencement  de 
la  révolution  ,  on  peut  circonscrire  à  cette 
surface  une  figure  plane,  et  lui  en  inscrire 
une  autre,  de  manière  que  Texcès  de  la 
figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit 
plus  petit  que  toute  surface  proposée. 

Que  ABTA  soit  une  hélice  décrite  dans  la 
première  révolution  ;  que  le  point  0  soit  le 
commencement  de  Thélice,*  que  la  droite  0A 
soit  le  commencement  de  la  révolution;  et 
que  ZHiA  soit  le  premier  cercle,  ayant  ses 
diamètres  ah  ,  zi  perpendiculaires  Tun  sur 
Tautre.  Si  Von  partage  continuellement  en 
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deux  parties  égales  un  augle  droit,  et  le  sec- 
teur qui  contient  cet  angle  droit,  ce  qui 
restera  du  secteur  sera  enfin  plus  petit  que 
la  surface  proposée.  Que  le  secteur  restant 


i.U 


AGK  soit  celui  qui  est  plus  petit  que  la  sur- 
face proposée.  Partageons  les  quatre  angles 
droits  en  angles  égaux  à  celui  qui  est  com- 
pris parles  droites  A0,  0K ,  et  prolongeons 
jusqu'à  rhélice  les  droites  qui  comprennent 
ces  angles.  Que  a  soit  le  point  où  la  droite 
0K  coupe  rhélice,  et  du  point  e  comme 
centre  et  avec  Tinter valle  sa  décrivons  un 
cercle.  La  partie  de  la  circonférence  de  ce 
cercle  qui  est  dans  les  antecedens  tombera 
dans  riiélice ,  et  la  partie  qui  est  dans  les 
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conséquens  tombera  en  dehors.  C'est  pour- 
quoi décrivons  Tai-c  om  ,  de  manière  que  cet 
arc  rencontre  à  un  point  o  la  droite  ga  ,  et 
au  point   m   celle  qui  est  menée  à  Thélice 


après  la  droite  gk.  Que  n  soit  le  point  où 
la  droite  gm  coupe  l'hélice  ;  et  du  point  g 
comme  centre  et  avec  l'intervalle  gn  décri- 
vons un  arc  de  cercle  ^  de  manière  que  cet 
arc  rencontre  la  droite  gk  ,  et  celle  qui  est 
menée  à  l'hélice  après  la  droite  gm.  Sem- 
blablement  du  centre  G  décrivons  des  arcs 
de  cercle  qui  passent  par  les  autres  points 
où  les  droites  qui  forment  des  angles  égaux 
coupent  l'hélice  ;  de  manière  que  chacun  de 
ces  arcs  rencontre  la  droite  qui  précède  et 
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celle  qui  suit.  On  aura  alors  une  figure  com- 
posée de  secteurs  semblables  qui  sera  inscrite 
dans  la  surface  qui  aura  été  prise ,  et  une 
autre  figure  qui  sera  circonscrite.  On  dé- 
montrera de  la  manière  suivante  que  Tex- 
cès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure 
inscrite  est  plus  petit  que  toute  surface  pro- 
posée. 

Le  secteur  gao  est  égal  au  secteur  0Ma;  le 
secteur  0Nn,  au  secteur  0np;  le  secteur  0x2, 
au  secteur  ©XT;  et  chacun  des  autres  secteurs 
de  la  figure  inscrite  est  égal  à  chacun  des 
secteurs  de  la  figure  circonscrite  qui  a  un 
côté  commun.  D'où  il  suit  que  la  somme 
de  tous  les  premiers  secteurs  est  égale  à  la 
somme  de  tous  les  seconds.  Donc  la  figure 
inscrite  dans  la  surface  qu'on  a  prise  est  égale 
à  la  figure  circonscrite  à  la  même  surface  , 
le  secteur  0AK  étant  excepté  ;  car  le  secteur 
0AK  est  le  seul  de  tous  ceux  de  la  figure  cir- 
conscrite qui  n^ait  pas  été  pris.  Il  est  donc 
évident  que  l'excès  de  la  figure  circonscrite 
sur  la  figure  inscrite  est  égal  au  secteur  ak© 
qui  est  plus  petit  que  la  surface  proposée. 

Il  suit  évidemment  de-là  qu'on  peut  cir- 
conscrire à  la  surface  dojit  nous  avons  parlé  j, 
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une  figure  telle  que  celle  dont  nous  avons 
parlé,  de  manière  que  Fexcès  de  la  figure 
circonscx'ite  sur  cette  surface  soit  moindre 
que  toute  surface  proposée ,  et  qu'on  peut 
lui  en  inscrire  un  autre  ,  de  manière  que 
l'excès  de  la  surface  dont  nous  avons  parlé 
sur  la  figure  inscimte  soit  encore  moindre 
que  toute  surface  proposée. 

PROPOSITION    XXIL 

Ayant  pris  la  surface  qui  est  contenue 
dans  riiélice  décrite  dans  la  seconde  révolu- 
tion ,  et  la  seconde  droite  parmi  celles  qui 
sont  dans  le  commencement  de  Thélice  ,  on 
peut  circonscrire  à  cette  surface  une  figure 
composée  de  secteurs  semblables ,  et  lui  en 
inscrire  un  autre,  de  manière  que  l'excès 
dé  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite 
soit  plus  petite  que  toute  surface  proposée. 

Soit  ABFAE  une  hélice  décrite  dans  la  se- 
conde révolution.  Que  le  point  0  soit  le  com- 
mencement de  l'hélice;  la  droite  A0,  le  com- 
mencement de  la  révolution  ;  et  la  droite  ea  , 
la  seconde  droite  parmi  celles  qui  sont  dans 
le  commencement  de  la  révolution.  Que  azh 
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soit  le  second  cercle  ^  ayant  ses  diamètres 
AH,  zi  perpendiculaires  Tun  sur  Tautre.  Si 
l'on  partage  continuellement  en  deux  par- 
ties égales  un  angle  droit  et  le  secteur  qui 

1 


comprend  cet  angle  droit,  ce  qui  restera 
sera  enfin  plus  petit  que  la  surface  propo- 
sée. Que  le  secteur  restant  oka  soit  celui  qui 
est  plus  petit  que  la  surface  proposée.  Si  Ton 
partage  les  autres  angles  droits  en  angles 
égaux  à  celui  qui  est  compris  par  les  droites 
Ke,  0A,  et  si  Ton  fait  le  reste  comme  au- 
paravant, l'excès  de  la  figure  circonscrite 
sur  la  figure  inscrite  sera  une  surface  plus 
petite  que  le  secteur  gka.  Car  cet  excès  sera 
plus  grand  que  l'excès  du  secteur  eKA  sur  le 
secteur  eEP. 
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II  est  donc  évident  qu'il  peut  se  faire  que 
l'excès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  sur- 
face qui  a  été  prise  soit  plus  petit  que  toute 
surface  proposée;  et  que  l'excès  de  la  surface 
qu'on  a  prise  sur  la  figure  inscrite  soit  plus 
petit  que  toute  surface  proposée. 

Il  est  semblablement  évident  qu'ayant  pris 
une  surface  contenue  par  une  hélice  décrite 
dans  une  révolution  quelconque  et  par  une 
droite  dénommée  d'après  le  nombre  des  ré- 
volutions y  on  peut  circonscrire  une  surface 
plane  telle  que  celle  dont  nous  avons  parlé , 
de  manière  que  l'excès  de  la  figure  circon- 
scrite sur  la  surface  qui  a  été  prise  soit  plus 
petit  que  toute  surface  proposée ,  et  lui  en 
inscrire  une  autre  ^  de  manière  que  l'excès 
de  cette  surface  sur  la  figure  inscrite  soit  plus 
petite  que  toute  surface  proposée. 

PROPOSITION    XXIIL 

Ayant  pris  une  surface  contenue  par  une 
hélice  plus  petite  que  celle  qui  est  décrite 
dans  la  première  révolution  et  qui  ne  soit 
point  terminée  au  coinmencement  de  la  ré- 
volution ;  si  l'on  prend  la  surface  contenue 
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par  cette  hélice  et  par  les  droites  menées 
de  Fextrémité  de  cette  même  hélice  ,  on 
pourra  circonscrire  à  cette  surface  une  figure 


plane  et  lui  en  inscrire  une  antre ^  de  ma- 
nière que  Texcès  de  la  figure  circonscrite 
sur  la  figure  inscrite  soit  moindre  que  toute 
surface  proposée. 

Soit  ABFAE  une  hélice  dont  les  extrémités 
soient  les  points  A  ,  E  ^  et  dont  le  commence- 
ment soit  le  point  0.  Menons  les  droites  A0  , 
0B.  Du  point  0  comme  centre  et  avec  Finter- 
valle  0A,  décrivons  un  cercle  qui  rencontre 
la  droite  0E  au  point  z.  Si  Ton  partage  conti- 
nuellement en  deux  parties  égales  Tangle  qui 
est  placé  au  point  0  et  le  secteur  0AZ ,  on 
aura  enfin  un  reste  qui  sera  plus  petit  que 
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la  surface  proposée.  Que  le  secteur  ©ak  soit 
plus  petit  que  la  surface  proposée.  Décri- 
vons, comme  auparavant^  des  arcs  de  cer- 


cle qui  passent  par  les  points  où  les  droites 
qui  font  des  angles  égaux  au.  point  0  ^  ren- 
contrent rhélice ,  de  manière  que  chaque 
arc  tombe  sur  la  ligne  qui  précède  et  sur 
celle  qui  suit.  On  aura  circonscrit  à  la  sur- 
face contenue  par  Thélice  abfae  et  par  les 
droites  Ae ,  0E  une  surface  plane  composée 
de  secteurs  semblables,  et  on  lui  en  a^ra 
aussi  inscrit  une  autre.  Or,  Texcès  de  la  figure 
circonscrite  sur  la  figure  inscrite  sera  moin- 
dre que  la  surface  proposée  ;  car  le  secteur 
0AK  est  plus  petit  que  la  surface  proposée. 
Il  suit  manifestement  de-là  qu'on  peut  cir- 


\ 
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conscrire  à  la  surface  dont  nous  avons  parié  , 
une  surface  plane  telle  que  celle  dont  nous 
avons  parlé,  de  manière  que  Texcès  de  la 
figure  circonscrite  sur  cette  surface  soit  plus 
petite  que  toute  surface  proposée;  et  que  Ton 
peut  encore  lui  en  inscrire  une  autre  ,  de 
manière  que  Texcès  de  la  surface  dont  nous 
avons  parlé  sur  la  figure  inscrite  soit  moin- 
dre que  toute  quantité  proposée. 

PROPOSITION    XXIV. 

La  surface  qui  est  comprise  par  une  hélice 
décrite  dans  la  première  révolution  ,  et  par 
la  première  des  droites  qui  sont  dans  le 
commencement  de  la  révolution,  est  la  troi- 
sième partie  du  premier  cercle. 

Que  ABFAE©  soit  une  hélice  décrite  dans  la 
première  révolution;  que  ïe  point  0  soit 
Torigine  de  Thélice  ;  la  droite  0A ,  la  pre- 
mière de  celles  qui  sont  dans  le  commence- 
ment de  la  révolution  ,  et  akzhi,  le  premier 
cercle.  Que  la  troisième  partie  de  ce  cercle 
soit  celui  où  se  trouve  la  lettre  t|.  Il  faut  dé- 
montrer que  la  surface  dont  nous  venons  de 
parler  est  égale  au  cercle  \\. 
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Car  si  elle  ne  lui  est  pas  égale,  elle  est 
plus  grande  ou  plus  petite.  Qu^elle  soit  d^a- 
bord  plus  petite ,  si  cela  est  possible.  On 
peut  circonscrire  à  la  surface  comprise  par 

I 


l'hélice  ABFAEG ,  et  par  la  droite  A0 ,  une 
figure  plane  composée  de  secteurs  sembla- 
bles ,  de  manière  que  Texcès  de  la  figure  cir- 
conscrite sur  la  surface  dont  nous  Amenons  de 
parler  soit  moindre  que  Texcès  du  cercle  tf 
sur  cette  même  surface  (21).  Circonscrivons 
cette  figure.  Que  parmi  les  secteurs  dont  la 
figure  dont  nous  venons  de  parler  est  com- 
posée ,  le  plus  grand  soit  le  secteur  0AK ,  et 
le  plus  petit  le  secteur  eEO.  Il  est  évident  que 
la  figure  circonscrite  sera  plus  petite  que  le 
cercle  lj. 
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Prolongeons  jusqu'à  la  circonférence  du 
cercle  les  droites  qui  font  des  angles  égaux 
au  point  0.  On  a  certaines  lignes  menées 
du  point  0  à  Thélice ,  qui  se  surpassent 
également  (12);  la  plus  grande  de  ces  lignes 
est  la  ligne  0A,-  la  plus  petite,  qui  est  la  ligne 
eE,  est  égale  à  Fexcès.  On  a  de  plus  cer- 
taines lignes  menées  du  point  e  à  la  circon- 
férence du  cercle,  qui  sont  en  même  nombre 
que  les  premières  et  dont  chacune  est  égale 
à  la  plus  grande  de  celles-ci  ;  et  Ton  a  con- 
struit des  secteurs  semblables  sur  toutes  ces 
lignes  ,  c'est  -  à  -  dire  sur  celles  qui  se  sur- 
passent également  et  sur  celles  qui  sont 
égales  entre  elles  et  égales  chacune  à  la 
plus  grande.  Donc  la  somme  des  secteurs 
construits  sur  les  lignes  qui  sont  égales  cha- 
cune à  la  plus  grande  est  plus  petite  que  le 
triple  des  secteurs  construits  sur  les  lignes 
qui  se  surpassent  également.  Ce  qui  est  dé- 
montré (10,  Coj\).  Mais  la  somme  des  sec- 
teurs construits  sur  les  lignes  qui  sont  égales 
chacune  à  la  plus  grande  est  égale  au  cercle 
AZHi  ;  et  la  somme  des  secteurs  construits  sur 
les  lignes  qui  se  surpassent  également  est 
égale  à  la  figure  circonscrite.  Donc  le  cercle 
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7HIK  est  plus  petit  que  le  triple  de  la  figure 
circonscrite.  Mais  ce  cercle  est  le  triple  du 
cercle  t|  ;  donc  le  cercle  tf  est  plus  petit  que 
la  figure  circonscrite.  Mais  il  n^est  pas  plus 
petit,  puisqu^au  contraire  il  est  plus  grand; 
donc  la  surface  comprise  par  Fhélice  AEiAEe 
et  par  la  droite  AO  n^est  pas  plus  petite  que 
le  cercle  t|. 

Ellen^est  pas  plus  grande.  Qu'elle  soit  plus 
grande ,  si  cela  est  possible.  On  peut  inscrire 
une  figure  dans  la  surface  comprise  par 
riiélice  ABrAEO  et  par  la  droite  A0 ,  de  ma- 
nière que  Fexcès  de  la  surface  dont  nous  ve- 
nons de  parler  sur  la  figure  inscrite  soit  plus 
petit  que  Fexcès  de  cette  surface  sur  le  cercle 
L|  (21).  Inscrivons  cette  figure  ;  et  que  parmi 
les  secteurs  dont  la  figure  inscrite  est  com- 
posée y  le  secteur  0ps  soit  le  plus  grand  ^  et 
le  secteur  oeo  ,  le  plus  petit.  Il  est  évident 
que  la  figure  inscrite  sera  plus  grande  que 
le  cercle  q. 

Prolongeons  jusqu'à  la  circonférence  du 
cercle  les  droites  qui  font  des  angles  égaux 
au  point  0.  On  a  certaines  lignes  menées  du 
point  0  à  riiélice,  qui  se  surpassent  égale- 
ment (12).  La  plus  grande  de  ces  lignes  est 


D  E  s    H  É  î.  I  C  E  s.  >8  1 

la  droite  0A  ,  et  la  plus  petite,  qui  est  la 
ligne  0E  ,  est  égale  à  Texcès.  On  a  de  plus 
certaines  lignes  menées  du  point  0  à  la  cir- 
conférence du  cercle  ,   qui    sont   en  même 

I 


/  z 


nombre  que  les  premières ,  et  dont  chacune 
est  égale  à  la  plus  grande  de  celles-ci ,  et 
Ton  a  des  secteurs  semblables  construits  sur 
toutes  ces  lignes ,  c'est-à-dire  sur  celles  qui 
sont  égales  entre  elles  et  égales  chacune  à  la 
plus  grande,  et  sur  celles  qui  se  surpassent 
également.  Donc  la  somme  des  secteurs  con- 
struits sur  les  lignes  égales  est  plus  grande 
que  le  triple  de  la  somme  des  secteurs  con- 
struits sur  les  lignes  qui  se  surpassent  éga- 
lement ,  celui  qui  est  construit  sur  la  plus 
grande   étant  excepté.   Ce  qui   est  démon- 

T  o  M  E    1 1.  6 
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tré  (lo^  Coi\).  Mais  la  somme  des  secteurs 
construits  sur  les  lignes  égales  est  égale  au 
cercle  azhi  ;  et  la  somme  des  secteurs  con- 
struits sur  les  lignes  qui  se  surpassent  éga- 
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lement,  celui  qui  est  décrit  sur  la  plus  grande 
étant  excepté,  est  égale  à  la  figure  inscrite. 
Donc  le  cercle  est  plus  grand  que  le  triple  de 
la  figure  inscrite.  Mais  ce  cercle  est  le  triple 
du  cercle  q.  Donc  le  cercle  ^  est  plus  grand 
que  la  figure  inscrite.  Mais  il  n'est  pas  plus 
grand ,  puisqu'au  contraire  il  est  plus  petit. 
Donc  la  surface  comprise  par  Thélice  abfaeg 
et  par  la  droite  Ae  n'est  pas  plus  grande  que 
le  cercle  t|.  Donc  le  cercle  q  est  égal  à  la 
surface  comprise  par  Thélice  et  la  droite  A©. 
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PROPOSITION    XXV. 

La  surface  comprise  par  une  hélice  dé- 
crite clans  la  seconde  révolution  et  par  la 
seconde  des  droites  qui  sont  dans  le  com- 
men cernent  de  la  révolution  est  au  second 
cercle  connue  sept  est  à  douze,  c^est-à-dire 
comme  la  surface  comprise  sous  le  rayon 
du  second  cercle  et  sous  le  rayon  du  pre- 
mier, conjointement  avec  le  tiers  du  quarre 
de  Texcès  du  rayon  du  second  cercle  sur  le 
rayon  du  premier  est  au  quarre  du  rayon 
du  second  cercle. 

Que  ABIAE  soit  une  hélice  décrite  dans  la 
seconde  révolution.  Que  le  point  0  soit  Yovi- 
gine  de  Fhélice  ;  la  droite  0E  ,  la  première 
des  droites  qui  sont  dans  le  commencement 
de  la  révolution  ,  et  la  droite  ae,  la  seconde 
des  droites  qui  sont  dans  le  commencement 
de  la  révolution.  Que  azhi  soit  le  second 
cercle  5  et  que  ses  diamètres  ah,  jz  soient 
perpendiculaires  Fun  sur  l'autre.  Il  faut  dé- 
montrer que  la  surface  comprise  par  Thé- 
lice  ABiAE  et  par  la  droite  ae  est  au  cercle 
AZHI  comme  sept  est  à  douze. 
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Soit  <r  un  certain  cercle  dont  le  quarre 
du  rayon  soit  égal  à  la  sui-face  comprise  sous 
Ae ,    eE,   conjointement    avec    le   tiers    du 

T 


quarre  de  AE.  Le  cercle  <r  sera  au  cercle  AZHi 
comme  sept  est  à  douze  ^  parce  que  la  der- 
nière raison  est  la  même  que  celle  du  quarre 
du  rayon  du  cercle  t  est  au  quarre  du  rayon 
du  cercle  azhi  (a).  Nous  allons  démontrer  à 
présent  que  le  cercle  T  est  égal  à  la  surface 
comprise  par  Fhélice  abiae  et  par  la  droite  AE. 
Car  si  le  cercle  T  n^est  pas  égal  à  cette  sur- 
face, il  est  plus  grand  ou  plus  petit.  Qu^il  soit 
d'abord  plus  grand ,  si  cela  est  possible.  On 
peut  circonscrire  à  cette  surface  une  figure 
plane  composée  de  secteurs  semblables  ,  de 
manière  que  Texcès  de  la  figure  circonscrite 
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sur  cette  surface  soit  plus  petit  que  Pexcès 
du  cercle  <r  sur  cette  même  surface  (22).  Cir- 
conscrivons-lui cette  figure.  Que  parmi  les 
secteurs  dont  la  figure  circonscrite  est  com- 
posée, le  plus  grand  soit  le  secteur  gak  ,  et 
le  plus  petit,  le  secteur  00 a.  Il  est  évident 
que  la  figure  circonscrite  sera  plus. petite 
que  le  cercle  <r. 

Prolongeons  jusqu^à  la  circonférence  les 
droites  qui  font  des  angles  égaux  au  point  e. 
On  a  certaines  lignes  menées  du  point  e  à 
riiélice,  qui  se  surpassent  également  (12), 
dont  la  plus  grande  est  la  ligne  OA  et  la 
plus  petite  la  ligne  0E.  On  a  de  plus  d^autres 
lignes  menées  du  centre  0  à  la  circonférence 
du  cercle  azhi  ,  qui  sont  en  même  nombre 
que  les  premières  et  qui  sont  égales  entre 
elles  et  égales  chacune  à  la  pjus  grande  de 
celles-ci  ;  et  Ton  a  construit  des  secteurs 
semblables  non-seulement  sur  les  lignes  qui 
sont  égales  chacune  à  la  plus  grande  ,  mais 
encore  sur  celles  qui  se  surpassent  également , 
excepté  sur  la  plus  petite.  Donc  la  raison  de 
la  somme  des  secteurs  qui  sont  construits  sur 
les  lignes  égales  à  la  plus  grande  à  la  somme 
des  secteurs  construits  sur  les  lignes  qui  se 
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surpassent  également,  le  secteur  construit 
sur  la  plus  petite  étant  excepté,  est  moindre 
que  la  raison   du  quarre  de  la  plus  grande 

I 


à  la  surface  comprise  sous  A0/0E,  conjoin- 
tement avec  le  tiers  du  quarre  deAE.  Ce  qui 
est  démontré  (il,  Cor).  Mais  le  cercle  azhi 
est  égal  à  la  somme  des  secteurs  construits 
sur  les  lignes  qui  sont  égales  entre  elles  et 
égales  chacune  à  la  plus  grande;  et  la  figure 
circonscrite  est  égale  à  la  somme  des  secteurs 
construits  sur  les  lignes  qui  se  surpassent  éga- 
lement ,  celui  qui  est  construit  sur  la  plus 
petite  étant  excepté.  Donc  la  raison  du  cercle 
AZHI  à  la  figure  circonscrite  est  moindre 
que  la  raison  du  quarre  de  A0  à  la  surface 
comprise  sous  A0 ,  0E ,  conjointement  avec 
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le  tiers  du  quarre  de  ae.  Mais  la  raison  du 
quarre  de  0A  à  la  surface  comprise  sous  0A  , 
AE ,  conjointement  avec  le  tiers  du  quarre 
de  AE  est  égale  à  la  raison  du  cercle  azhi  au 
cercle  <r;  donc  la  raison  du  cercle  azhi  à  la 
figure  circonscrite  est  moindre  que  la  raison 
du  cercle  azhi  au  cercle  t.  Donc  le  cercle 
T  est  plus  petit  que  la  figure  circonscrite. 
Mais  il  n^est  pas  plus  petit,  puisqu^au  con- 
traire il  est  plus  gran^  ;  donc  le  cercle  T 
n^est  pas  plus  grand  que  la  surface  comprise 
par  riiélice  abfae  et  par  la  droite  ae. 

Le  cercle  t  n'est  pas  plus  petit  que  cette 
surface.  Qu^il  soit  plus  petit ,  si  cela  est  pos- 
sible. On  peut  inscrire  dans  la  surface  com.- 
prise  par  Tliélice  et  par  la  droite  ae  une 
figure  plane  composée  de  secteurs  sembla- 
bles ,  de  manière  que  Texcès  de  la  surface 
comprise  par  Thélice  abeae  et  par  la  droite 
AE  sur  la  figure  inscrite  soit  plus  petit  que 
Texcès  de  cette  même  surface  sur  le  cercle 
T.  Inscrivons  cette  figure.  Que  parmi  les 
secteurs  dont  la  figure  inscrite  est  composée , 
le  plus  grand  soit  le  secteur  0KP  ,  et  le  plus 
petit,  le  secteur  0EO.  U  est  évident  que  la 
figure  inscrite  sera  plus  grande  que  le  cercle  T. 
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Prolongeons  JLisquVi  la  circonférence  du 
cercle  les  droites  qui  forment  des  angles 
égaux  au  point  0.  On  a  de  nouveau  certaines 


lignes  menées  du  point  0  à  Thélice ,  qui  se 
surpassent  également ,  dont  la  plus  grande 
est  la  ligne  0A  ^  et  la  plus  petite  ^  la  ligne 
0E.  On  a  de  plus  d^'autres  lignes  menées  du 
point  0  à  la  circonférence  du  cercle,  dont 
le  nombre  est  plus  petit  d'une  unité  que  ce- 
lui des  lignes  inégales,  et  qui  sont  égales 
entre  elles  et  égales  chacune  à  la  plus  grande; 
et  Ton  a  construit  des  secteurs  semblables 
non-seulement  sur  les  lignes  qui  se  surpas- 
sent également ,  mais  encore  sur  celles  qui 
sont  égales  chacune  à  la  plus  grande.  Donc 
la  raison  de  la  somme  des  secteurs  construits 
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sur  les  lignes  qui  sont  égales  chacune  à  la 
plus  grande  à  la  somme  des  secteurs  con- 
struits sur  les  lignes  qui  se  surpassent  égale- 
ment ,  celui  qui  est  construit  sur  la  plus 
petite  étant  excepté ,  est  plus  grande  que  la 
raison  du  quarre  construit  sur  0A  à  la  sur- 
face comprise  sous  ©a,  ge,  conjointement 
avec  le  tiers  du  quarre  de  ea  (  1 1  ,  Cor.), 
Mais  la  figure  inscrite  est  composée  de  sec- 
teurs construits  sur  les  lignes  qui  se  sur- 
passent également ,  celui  qui  est  construit 
sur  la  plus  grande  étant  excepté;  et  le  cercle 
est  égal  à  la  somme  de  tous  les  autres  sec- 
teurs ;  donc  la  raison  du  ceixle  azhi  à  la 
ligure  inscrite  est  plus  grande  que  la  raison 
dr.  quarre  de  0A  à  la  surface  comprise  sous 
(è)k,  0E^  conjointement  avec  le  tiers  du  quarre 
de  AE ,  c'est-à-dire  plus  grande  que  la  laison 
du  cercle  azhi  au  cercle  ç".  Donc  le  cercle  t 
est  plus  grand  que  la  figure  inscrite.  Ce  qui 
ne  peut  être  ,•  car  il  est  plus  petit.  Donc  le 
cercle  T  n'est  pas  plus  petit  que  la  surface 
comprise  par  l'iiélicq  abiae  et  par  la  droite 
AE.  Donc  il  lui  est  égal. 

On  démontrera  de  la  luême  inanière  que 
la  surface  comprise  par  une  hélice  et  par  une 
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droite  dénonimées  diaprés  le  nombre  des 
révolutions  ,  est  au  cercle  dénommé  diaprés 
le  nombre  des  révolutions  comme  la  somme 
des  deux  surfaces  suivantes ,  savoir  :  la  sur- 
face comprise  sous  le  rayon  du  cercle  dé- 
nommé diaprés  le  nombre  des  révolutions 
et  sous  le  rayon  du  cercle  dénommé  d'après 
ce  même  nombre  diminué  d'une  unité ,  et 
le  tiers  du  quarre  construit  sur  Texcès  du 
rayon  du  plus  grand  de  ces  deux  cercles  sur 
le  rayon  du  plus  petit  est  au  quarre  du 
rayon  du  plus  grand. 

PROPOSITION    XXV  L 

La  surface  comprise  par  une  hélice  plus 
petite  que  celle  qui  est  décrite  dans  la  pre- 
mière révolution,  et  qui  n'a  pas  pour  ex- 
trémité Torigine  de  Thelice,  et  par  les  droites 
menées  par  ses  extrémités  à  son  origine ,  est 
au  secteur  dont  le  rayon  est  égal  à  la  plus 
grande  des  droites  menées  des  extrémités  de 
rhélice  à  son  origine,  et  dont  Tare  est  celui 
qui  est  placé  entre  les  droites  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  et  du  même  côté  de  l'hélice 
comme  la  surface  comprise  sous  les  droites 
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menées  des  extrémités  de  Thélice  à  son  com- 
mencement ,  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarre  de  Texcès  de  la  plus  grande  des  lignes 
dont  nous  venons  de  parler  sur  la  plus  pe- 
tite, est  au  quarre  de  la  plus  grande  des 
droites  qui  sont  menées  des  extrémités  de 
riiélice  à  son  connnencement. 

Que  ABIAE  soit  une  hélice  plus  petite  que 


celle  qui  est  décrite  dans  la  première  révolu- 
tion. Que  ses  extrémités  soient  les  points  a  y 
E  5  et  son  commencement  le  point  e.  Du 
point  0  comme  centre  et  avec  Tintervalle  0A 
décrivons  un  cercle.  Que  la  droite  ge  ren- 
contre sa  circonférence  au  point  z.  Il  faut  dé- 
montrer que  la  surface  comprise  par  Fiic- 
lice  ABTAE ,  et  par  les  droites  Aö,  0E   est  au 
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secteur  A0Z  coinme  la  surface  comprise  sous 
A0  ,  0E  ,  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarre  de  ez^  est  au  quarre  de  0A. 


Que  le  quarre  du  rayon  du  cercle  où  se 
trouvent  les  lettres  xt  soit  égal  à  la  surface 
comprise  sous  A0  ,  0E  ^  conjointement  avec 
le  tiers  du  quarre  de  EZ,  et  formons  à  son 
centre  un  angle  égal  à  celui  qui  est  formé  au 
point  0.  Le  secteur  9^x  sera  au  secteur  0AZ 
comme  la  surface  comprise  sous  A0  ,  0E , 
conjointement  avec  le  tiers  du  quarre  de  ez, 
est  au  quarre  de  0A;  car  les  quarréâ  des 
rayons  de  ces  secteurs  sont  entre  eux  comme 
ces  mêmes  secteurs. 

Nous  allons  démontrer  h  présent  que  le 
secteur  IT  est  éga]  à  la  surface  comprise  par 
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l'hélice  ABFAE  et  par  les  droites  Ae ,  eE.  Car 
si  ce  secteur  n^est  pas  égal  à  cette  surface  , 
il  est  plus  grand  ou  plus  petit.  Qu'ail  soit 
d'abord  plus  grand ,  si  cela  est  possible.  On 
peut  circonscrire  à  la  surface  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  une  figure  plane  composée 
de  secteurs  semblables ,  de  manière  que  Tex- 
cès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  surface 
dont  nous  venons  de  parler  soit  plus  petite 
que  Fexcès  du  secteur  sur  cette  même  sur- 
face (2  3).  Que  cette  figure  soit  circonscrite. 
Que  parmi  les  secteurs  dont  la  figure  cir- 
conscrite est  composée,  le  plus  grand  soit 
le  secteur  0AH,  et  le  plus  petit  le  secteur 
0OA.  Il  est  évident  que  la  figure  circonscrite 
sera  plus  petite  que  le  secteur  xç"'. 

Prolongeons,  jusqu'à  Tare  du  secteur 
©AZ  ,  les  droites  qui  font  des  angles  égaux  au 
point  0.  On  a  certaines  lignes  menées  du 
point  0  à  riiélice  ,  qui  se  surpassent  éga- 
lement, dont  la  plus  grande  est  la  ligne  ©A, 
et  la  plus  petite ,  la  ligne  0E.  On  a  aussi 
d'autres  lignes  dont  le  nombre  est  moindre 
d'une  unité  que  le  nombre  des  lignes  menées 
du  point  0  à  l'hélice ,  et  ces  lignes  sont  égales 
entre  elles  et  égales  chacune  à  la  plus  grande 
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de  celles-ci^  la  droite  ez  étant  exceptée;  et  de 
plus  on  a  construit  des  secteurs  semblables 
sur  les  lignes  qui  sont  égales  chacune  à  la 
plus  grande  et  sur  les  lignes  qui  se  surpas- 
sent également  ;  et  Ton  n^a  pas  construit 
de  secteur  sur  la  ligne  ge.  Donc  la  raison 
de  la  somme  des  secteurs  construits  sur  les 
lignes  qui  sont  égales  entre  elles  et  égales 
chacune  à  la  plus  grande  à  la  somme  des 
secteurs  construits  sur  les  lignes  qui  se  sur- 
passent également^  celui  qui  est  construit 
sur  la  plus  petite  étant  excepté ,  est  moin- 
dre que  la  raison  du  quarre  de  0A  à  la  sur- 
face comprise  sous  A0,  ©e,  conjointement 
avec  le  tiers  du  quarre  de  EZ  (i  i,  Cor.).  Mais 
le  secteur  0AZ  est  égal  à  la  somme  des  sec- 
teurs construits  sur  les  lignes  qui  sont  égales 
entre  elles  et  égales  chacune  à  la  plus 
grande;  et  la  figure  circonscrite  est  égale  à  la 
somme  des  secteurs  construits  sur  les  lignes 
qui  se  surpassent  également.  Donc  la  raison 
du  secteur  0AZ  à  la  figure  circonscrite  est 
moindre  que  la  raison  du  quarre  de  0A  à  la 
surface  comprise  sous  0A,  0E ,  conjointement 
avec  le  tiers  du  quarre  de  ZE.  Mais  la  raison 
du  quarre  de  ©A  à  la  somme  des  surfaces 
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dont  nous  venons  de  parler  est  la  même  que 
la  raison  du  secteur  0AZ  au  secteur  X9";  donc 
le  secteur  XT  est  plus  petit  que  la  figure  cir- 
conscrite. Mais  il  n^est  pas  plus  petit ,  puis- 
qu'il est  au  contraire  plus  grand  ;  donc  le 
secteur  XT  ne  sera  pas  plus  grand  que  la  sur- 
face comprise  par  Thélice  abtae  et  par  les 
droites  A0  ,  0E. 

Le  secteur  xt  ne  sera  pas  plus  petit  que 


cette  même  surface.  Qu^il  soit  plus  petit  ^  si 
cela  est  possible.  Faisons  les  mêmes  choses 
qu'auparavant.  On  pourra  inscrire  dans  la 
surface  dont  nous  avons  parlé  une  figure 
plane  composée  de  secteurs  semblables  ,  de 
manière  que  Texcès  de  cette  surface  sur  la 
figure  inscrite  soit  moindre  que  Texcès  de 
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cette  même  surface  sur  le  secteur  x.  Inscri- 
vons cette  figure.  Que  parmi  les  secteurs 
dont  la  figure  inscrite  est  composée^  le  plus 
grand  soit  le  secteur  eBH,  et  le  plus  petit  ^  le 


secteur  oeE.  Il  est  évident  que  la  figure  in- 
scrite sera  plus  grande  que  le  secteur  x. 

On  a  de  nouveau  certaines  lignes  menées 
du  point  0  à  Fhélice  qui  se  surpassent  égale- 
ment ,  dont  la  plus  grande  est  la  ligne  0A  , 
et  la  plus  petite  la  ligne  ge.  On  a  aussi 
d'autres  lignes  menées  du  point  e  à  Tare  du 
secteur  oaz  ,  dont  le  nombre  est  moindre 
d'une  unité  que  le  nombre  des  lignes  me- 
nées du  point  0  à  l'hélice^  et  ces  lignes  sont 
égales  entre  elles  et  égales  chacune  à  la  plus 
grande  de  celles-ci,  la  ligne  0A  étant  ex- 
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ceptée  ;  et  de  plus  on  a  construit  des  sec- 
teurs seuiblables  sur  chacune  de  ces  lignes, 
et  Fon  n'a  pas  construit  de  secteur  sur  la 
plus  grande  de  celles  qui  se  surpassent  éga- 
lement. Donc  la  raison  de  la  soinme  des  séc- 
ateurs construits  sous  les  lignes  qui  sont  égales 
entre  elles  et  égales  chacune  à  la  plus  grande 
à  la  somme  des  secteurs  construits  sur  les 
lignes  qui  se  surpassent  également ,  excepté 
celui  qui  est  construit  su;*  la  plus  grande, 
est  plus  grande  que  la  raison  du  quarre  de 
0A  à  la  surface  comprise  sous  0A ,  0E ,  con- 
jointement  avec  le  tiers  du  quarre  de  EZ  (  j  i. 
Cor.  ),  Donc  la  raison  du  secteur  gaz  à  la 
figure  inscrite  est  plus  grande  que  la  raison 
du  secteur  gaz  au  secteur  x.  Donc  le  sec- 
teur X  est  plus  grand  que  la  figure  inscrite. 
Mais  il  n'fi^st  pas  plus  grand,  puisqu'il  est  au 
contraire  plus  petit.  Donc  le  secteur  x  n'est 
pas  plus  petit  que  la  surface  comprise  par 
l'hélice  ABFAE  et  par  les  droites  Ae,  ge.  Donc 
il  lui  est  égal. 
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PROPOSITION    XXVI I. 


Parmi  les  surfaces  comprises  par  des  hé- 
lices et  par  les  droites  qui  sont  dans  le  com- 
mencement des  révolutions^  la  troisième  est 
double  de  la  seconde;  la  quatrième^  triple; 
la  cinquième,  quadruple,  et  ainsi  de  suite, 
c^est-à-dire  que  toujours  la  surface  qui  suit 
est  un  multiple  qui  croit  suivant  Fordre 
des^  nombres.  La  première  surface  est  la 
sixième  partie  de  la  seconde. 

Soit  proposée  une  hélice  décï-fte  aàns  la 


r  /^.B 


première  révolution  ;  une  hélice  décrite  dans 
la  seconde ,  et  enfin  des  hélices  décrites  dans 
toutes  les  révolutions  suivantes.  Que  le  com- 
mencement de  rhélice  soit  le  point  © ,  et  le 
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commencement  de  la  révolution ,  la  droite 
eE.  Que  la  première  des  surfaces  soit  k  ;  la 
seconde,  x;  la  troisième ,  M  ;  la  quatrième,  N  ; 
la  cinquième,  S.  Il  faut  démontrer  que  la 
surface  K  est  la  sixième  partie  de  celle  qui 
suit  ;  que  la  surface  m  est  double  de  la  sur- 
face a;  que  la  surface  N  est  triple  de  cette 
même  surface  ;  et  que  toujours  les  surfaces 
qui  se  suivent  par  ordre  sont  des  multiples 
qui  se  suivent  aussi  par  ordre. 

On  démontrera  de  cette  manière  que  la 
surface  K  est  la  sixième  partie  de  la  surface 
A.  Puisque  Ton  a  démontré  que  la  surface 
KA  est  au  second  cercle  comme  sept  est  à 
douze  fa 5)  ;  puisque  le  second  cercle  est  évi- 
demment au  premier  comme  douze  est  à 
trois  (a);  et  puisque  le  premier  cercle  est  à 
la  surface  K  comme  trois  est  à  un  (2^),  il 
s'ensuit  que  la  surface  K  est  la  sixième  par- 
tie de  la  surface  a  (C), 

On  a  démontré  que  la  surface  kam  est  au 
troisième  cercle  comme  la  surface  comprise 
sous  re,  gb,  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarre  IB  est  au  quarre  de  re  (25).  De  plus, 
le  troisième  cercle  est  au  second  comme  le 
quarre  de  re  est  au  quarre  de  ©b  ;  et  le  se- 
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coud  cercle  est  à  la  surface  ka  comme  le 
quarre  de  B0  est  à  la  surface  comprise  sous 
B0^0A,  conjointement  avec  le  tiers  du  quarre 
de  AB  (2  5).  Donc  la  surface  kam  est  à  la  sur- 
face KA  comme  la  surface  comprise  sous  tq  , 
0B  y  conjointement  avec  le  tiers  du  quarre 


A  £ 


de  TB  est  à  la  surface  comprise  sous  bg  ,  0A  , 
conjointement  avec  le  tiers  du  quarre  de  ab. 
Mais  ces  surfaces  sont  entre  elles  comme 
dix-neuf  est  à  sept  ;  donc  la  surface  kam  est 
à  AK  comme  dix-neuf  est  à  sept;  donc  la  sur- 
face M  est  à  la  surface  ka  comme  douze  est  à 
sept.  Mais  la  surface  ka  est  à  la  surface  a 
comme  sept  est  à  six  ;  donc  la  surface  M  est 
double  de  la  surface  a  (y). 

On  démontrera  de  cette  manière  que  les 
surfaces  suivantes  sont  égales  à  la  surface  a  , 
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multipliée  successivement  par  les  nombres 
qui  viennent  ensuite. 

La  surface  kamnh  est  au  cercle  qui  a  pour 
rayon  la  droite  0E  comme  la  surface  com- 
prise sous   0E,  0A  5  conjointement   avec  le 
tiers  da  quarre  de  AE  est  au  quarre  de  0E  (2  5). 
Mais  le  cercle  qui  a  pour  rayon  la  droite  0E 
est  au  cercle  qui  a  pour  rayon  la  droite  0A 
comme  le  quarre  de  0E  est  au  quarre  de  0A  ; 
et  le  cercle  qui  a  pour  rayon  0A  est  à  la  sur- 
face KAMN  comme  le  quarre  de  ©A  est  à  la 
surface  comprise  sous  0A,  01,  conjointement 
avec  le  tiers  du  quarre  de  Ar.  Donc  la  sur- 
face KAMNH  est  à  la  surface  kamn   comme 
la  surface  comprise  sous  0E^  0A^  conjointe- 
ment avec  le  tiers  du  quarre  de  AE ,  est  à  la 
surface  comprise  sous  A0 ,  0r ,  conjointement 
avec  le  tiers    du  quarre  de  Ar.  Donc ,  par 
soustraction,  la  surface  z   est  à   la    surface 
KAMN  comme  l'excès  de  la  surface  comprise 
sous  E0 ,  0A  y   conjointement  avec  le  tiers 
du  quarre  de   ea    sur  la   surface   comprise 
sous  0A,  Ar,  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarre  de  Ar ,  est  à  la  surface  comprise  sous 
0A,  01,  conjointement  avec  le  tiers  du  quarre 
de  Ar.  Mais  l'excès  de  la  somme  des  deux  pro- 
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mières  surfaces  sur  la  somme  des  deux  se- 
condes est  égale  à  Texcès  de  la  surface  com- 
prise sous  E0,  0A  sur  la  surface  comprise 
sous  Ae,  0r^  c'est-à-dire  à  la  surface  com- 
prise sous  A0  ,  TE.  Donc  la  surface  s  est  à 
la  surface  kamn  comme  la  surface  comprise 
sous  0A,  TE  est  k  la  surface  comprise  sous 
A0, 0r,  conjointement  avec  le  tiers  du  quarre 
de  TA.  On  démontrera  de  la  même  manière 
que  la  surface  N  est  à  la  surface  comprise 
sous  KA,  AM,  comme  la  surface  comprise 
sous  0r  y  BA  est  à  la  surface  comprise  sous 
Te  y  0B ,  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarre  de  re.  Donc  la  surface  N  est  à  la  sur- 
face KAMN  comme  la  surface  comprise  sous 
0r  5  BA  est  à  la  surface  comprise  sous  @T ,  0B, 
conjointement  avec  le  tiers  du  quarre  de  tb, 
et  avec  la  surface  comprise  sous  0r,  ba  ;  et 

par  conversion (cT).  Mais  la  somme  de  ces 

surfaces  est  égale  à  la  surface  comprise  sous 
A0,  0r ,  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarre  de  TA;  donc,  puisque  la  surface  S 
est  à  la  surface  kamn  comme  la  surface  com- 
prise sous  ©A  5  TE  est  à  la  surface  comprise 
gous  A©  ,  ©r  ,  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarre  de  FA  ^  que  la  surface  kamn  est  à  la 


/ 
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surface  N  comme  la  surface  comprise  sous 
A0 ,  er  ,  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarre  de  TA  est  à  la  surface  comprise  sous 
er  ^  AB  ^  la  surface  a  sera  à  la  surface  n 
comme  la  surface  comprise  sous  eA,  te  est 
à  la  surface  comprise  sous  er  ^  ab.  Mais  la 
surface  comprise  sous  eA ,  te  est  à  la  surface 
comprise  sous  er^  ab  comme  eA  est  à  er; 
parce  que  les  droites  te,  ba  sont  égales  entre 
elles.  Il  est  donc  évident  que  la  surface  s  est 
à  la  surface  N  comme  eA  est  à  er. 

On  démontrera  semblablement  que  la  sur« 
face  N  est  à  la  surface  M  comme  er  est  à  eB  ; 
et  que  la  surface  m  est  à  la  surface  a  comme 
B0  est  à  Ae.  Or  les  droites  Ee ,  Ae^  re  ,  Be, 
Ae  son  entre  elles  comme  des  nombres  pris 
de  suite. 

PROPOSITION    XXVII L 

Si  dans  une  hélice  décrite  dans  une  révo- 
lution quelconque,  on  prend  devjx  points 
qui  ne  soient  pas  ses  extrémités ,  si  Ton  mène 
de  ces  points  des  droites  au  comnien cernent 
de  l'hélice,  et  si  du  ccaunencement  (Je  Thé- 
lice  comme  centre  et   avec    des  intervalles 
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égaux  aux  droites  menées  au  commence- 
ment de  Fhélice  ^  on  décrit  des  cercles;  la 
surface  comprise  tant  par  Tare  du  plus  grand 
cercle  placé  entre  ces  droites ,  que  par  la 
portion  de  Thélice  placée  entre  ces  mêmes 
droites^  et  par  le  prolongement  de  la  plus  pe- 
tite de  ces  droites  sera  à  la  surface  comprise 
tant  par  Tare  du  plus  petit  cercle  que  par  la 
même  portion  de  Fhélice  et  par  la  droite  qui 
joint  leurs  extrémités  comme  le  rayon  du 
j)lus  petit  cercle,  conjointement  avec  les  deux 
tiers  de  Texcès  du  rayon  dti  plus  grand 
cercle  sur  le  rayon  du  plus  petit  cercle  est 
au  rayon  du  plus  petit  cercle,  conjointe- 
ment avec  Je  tiers  de  son  excès. 

Soit  rhélice  abfa  décrite  dans  la  première 
révolution.  Prenons  dans  cette  hélice  les 
deux  points  A,  r.  Que  le  point  0  soit  son  com- 
mencement; des  points  A,  r  nienons  des 
droites  au  point  0;  et  du  point  0  comme 
centre  et  avec  les  intervalles  0A,  ©r ,  décri- 
vons des  cercles.  Il  faut  démontrer  que  la 
surface  s;  est  à  la  surface  n  comme  la  droite 
0A  ,  conjointement  avec  les  deux  tiers  de  la 
droite  ha  est  à  ]a  droite  ©A  ,  conjointement 
avec  le  tiers  de  HA. 
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Car  on  a  démontré  que  la  surface  Nn  est 
au  secteur  Hre  connue  la  surface  comprise 
sous  H0  ^  A0  ,  coDJointement  avec  le  tiers  du 
quarre  de  AH  est  au  quarre  de  ne  (26).  Donc 


la  surface  s  est  à  la  surface  Nn  comme  la 
surface  comprise  sous  0A  ^  ah,  conjointe- 
ment avec  les  deux  tiers  du  quarre  de  ha 
est  à  la  surface  comprise  sous  ag,  0H  ,  con- 
jointement avec  le  tiers  du  quarre  de  ha  (et). 
Mais  la  surface  Nn  est  au  secteur  Nnn  comme 
la  surface  0  comprise  sous  0A  ,  0H ,  con- 
jointement avec  le  tiers  du  quarre  de  HA, 
est  au  quarre  de  0H;  et  le  secteur  Nn^  est 
au  secteur  N  comme  le  quarre  de  0H  est  au 
quarre  de  ©a.  Donc  la  surface  Nn  sera  au 
secteur  N  comme  la  surface  comprise  sous 
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eA  ,  0H ,  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarre  de  ha  ,  est  au  quarre  0A.  Donc  la 
surface  Nn  est  à  la  surface  n  comme  la  sur- 
face comprise  sous  H0,  0A,  conjointement 


avec  le  tiers  du  quarre  de  ha  ,  est  à  la  sur- 
face comprise  sous  ha  ,  0A ,  conjointement 
avec  le  tiers  du  quarre  de  ha.  Mais  la  sur- 
face H  est  à  la  surface  nit  comme  la  surface 
comprise  sous  0A,  ah,  conjointement  avec  les 
deux  tiers  du  quarre  de  ha  ,  est  à  la  surface 
comprise  sous  h0  ,  0A  ^  conjointement  avec 
le  tiers  du  quarre  de  ha  ;  et  la  surface  Mn 
est  à  la  surface  n  comme  la  surface  comprise 
sous  H0,  0A5  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarre  de  HA  ,  est  à  la  surface  comprise  sous 
HA,  A©,,  conjointement  avec  le  tiers  du  quarre 
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de  HA.  Donc  la  surface  s  sera  à  la  surface  n 
comme  la  surface  comprise  sousGA,  ha,  con- 
jointement avec  les  deux  tiers  du  quarre  de 
HA,  est  à  la  sui'face  comprise  sous  0A,  ha, 
conjointement  avec  le  tiers  du  quarre  de 
HA.  Mais  la  siu^face  comprise  sous  0A,  ha, 
conjointement  avec  les  deux  tiers  du  quarre 
de  ha  est  à  la  surface  comprise  sous  0A,  ha, 
conjointement  avec  le  tiers  du  quarre  de  ha 
comme  la  droite  0A,  conjointement  avec  les 
deux  tiers  de  la  droite  ha  est  à  la  droite  0A , 
conjointement  avec  le  tiers  de  la  droite  ha. 
Il  est  donc  évident  que  la  surface  s  est  à  la 
surface  n  comme  la  droite  0A  ,  conjointe- 
ment avec  les  deux  tiers  de  la  droite  ha  ,  est 
à  la  droite  0A,  conjointement  avec  le  tiers 
de  la  droite  ha. 
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DEMANDES. 

i*.JLJes  graves  égaux  suspendus  à  des  lon- 
gueurs égales  sont  en  équilibre  (a). 

2°.  Des  graves  égaux  suspendus  à  des  lon- 
gueurs inégales  ne  sont  point  en  équilibre  ; 
et  celui  qui  est  suspendu  à  la  plus  grande 
longueur  est  porté  en  bas. 

3°.  Si  des  graves  suspendus  à  de  certaines 
longueurs  sont  en  équilibre^  et  si  Ton  ajoute 
quelque  chose  à  un  de  cfes  graves  ^  ils  ne  sont 
plus  en  équilibre  ;  et  celui  auquel  on  ajoute 
quelque  chose  est  porté  en  bas. 

4*^.  Semblablement,  si  Ton  retranche  quel- 
que chose  d'un  de  ces  graves ,  ils  ne  sont 
plus  en  équilibre  ;  et  celui  dont  on  n'a  rien 
retranché  est  porté  en  bas. 
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5^.  Si  deux  figures  planes  égales  et  sem- 
blables sont  appliquées  exactement  Tune  sur 
l'autre ,  leurs  centres  de  gravité  seront  placés 
Tun  sur  Tautre. 

6^.  Les  centres  de  gravité  des  figures  iné- 
gales et  semblables  sont  semblablementplacés. 

Nous  disons  que  des  points  sont  sembla- 
blement  placés  dans  des  figures  semblables, 
lorsque  les  droites  menées  de  ces  points  à  des 
angles  égaux  forment  des  angles  égaux  avec 
les  côtés  homologues. 

7°.  Si  des  grandeurs  suspendues  à  de  cer- 
taines longueurs  sont  en  équilibre ,  des  gran- 
deurs égales  aux  premières  suspendues  aux 
mêmes  longueurs  seront  encore  en  équilibre. 

S''.  Le  centre  de  gravité  d'une  figure  quel- 
conque dont  le  contour  est  concave  du  même 
côté ,  se  trouve  nécessairement  en  dedans  de 
la  figure. 

Cela  posé,  je  procède  ainsi  qu'il  suit: 
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PROPOSITION    L 

Lorsque  des  graves  suspendus  à  des  lon- 
gueurs égales  sont  en  équilibre,  ces  graves 
sont  égaux  entre  eux. 

Car  s'ils  étoient  inégaux ,  après  avoir  ôté 
du  plus  grand  son  excès ,  les  graves  restans 
ne  seroient  pas  en  équilibre ,  puisque  Ton 
auroit  ôté  quelque  chose  d'un  des  graves  qui 
sont  en  équilibre  (  Dent,  3  ).  Donc  lorsque 
des  graves  suspendus  à  des  longueurs  égales 
sont  en  équilibre  ,  ces  graves  sont  égaux 
entre  eux. 

PROPOSITION    IL 

Des  graves  inégaux  suspendus  à  des  lon- 
gueurs égales  ne  sont  pas  en  équilibre;  et  le 
grave  qui  est  le  plus  grand  est  porté  en  bas. 

Car  ayant  ôté  l'excès  ,  ces  graves  seront 
en  équilibre ,  parce  que  des  graves  égaux 
suspendus  à  des  longueurs  égales  sont  en 
équilibre  (  Dern,  i  ).  Donc ,  si  l'on  ajoute  en- 
suite ce  qui  a  été  ôté  ,  le  plus  grand  des 
deux  graves  sera  porté  en  bas ,  car  on  aura 
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ajouté  quelque  chose  à   un  des  graves  qui 
sont  en  équilibre  (  Dem,  5  ). 

PROPOSITION    III. 


Des  graves  inégaux  suspendus  à  des  lon- 
gueurs inégales  peuvent  être  en  équilibre  ^ 
et  alors  le  plus  grand  sera  suspendu  à  la  plus 
petite  longueur.  '■ 

Que  A ,  B    soient  des  graves  inégaux ,  et 
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que  A  soit  le  plus  grand.  Que  ces  graves  sus- 
pendus aux  longueurs  Ar  ^  ib  soient  eii  équi- 
libre. Il  faut  démontrer  que  la  longUéTiT  Al 
est  plus  petite  que  la  longueur  ib. 

Que  la  longueur  Àf  né  soit  pas  la  plus 
petite.  Retranchons  Texcès  de  A  sur  B.  Puis- 
que Ton  a  ôté  quelque  chose  d'un  des  graves 
qui  sont  en  équilibre  ^  le  gravé  B  sera  porté 
en  bas  {DeirL  4).    Mais    ce    grare    n«    sera 
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point  porté  en  bas  ;  car  si  ta  est  égal  à  tb,  il 
y  aura  équilibre  {Bern,  i  ),*  et  si  ta  est  plus 
grand  que  tb,  ce  sera  au  contraire  le  grave  A 
qui  sera  porté  en  bas;  puisque  des  graves 
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égaux  suspendus  à  des  longueurs  inégales  ne 
restent  point  en  équilibre,  et  que  le  grave 
suspendu  à  la  plus  grande  longueur  est  porté 
en  bas  (  Dem.  2).  Donc  fa  est  plus  petit  que 
IB.  Donc ,  si  des  graves  suspendus  à  des  lon- 
gueurs inégales  sont  en  équilibre,  il  est  évi- 
dent que  ces  graves  seront  inégaux,  et  que 
le  plus  grand,  sera  suspendu  à  la  plus  petite 


longueur. 


V'i'ft 


PROPOSITION    IV. 

Si  deux  grandeurs  égales  n'ont  pas  le 
même  centre  de  gravité  ,  le  centre  de  gravité 
de  ia  grandeur  composée  de  ces  deux  gran- 
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deurs  est  le  point  placé  au  milieu  de  la 
droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  de  ces 
deux  grandeurs  (a). 

Que  le  point  a  soit  le  centre  de  gravité 
de  la  grandeur  a  ,  et  le  point  b  le  centre  de 


1 

_ 

A 

à 

r 

B 

gravité  de  la  grandeur  b.  Ayant  mené  la 
droite  AB  ,  partageons  cette  droite  en  deux 
parties  égales  au  point  r.  Je  dis  que  le  centre 
de  gravité  de  la  grandeur  composée  des  deux 
grandeurs  A  ,  B  est  le  point  r. 

Car  ,  si  le  point  r  n'est  pas  le  centre  de 
gravité  de  la  grandeur  qui  est  composée 
des  deux  grandeurs  A,  b,  supposons  ,  si  .cela 
est  possible ,  que  ce  soit  le  point  A,  Il  est 
démontré  que  le  centre  de  gravité  est  dans 
la  droite  AB  (ê).  Puisque  le  point  A  est  le 
centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée 
des  deux  grandeurs  A,B,  le  point  a  étant 
soutenu ,  les  grandeurs  A  ;,  B  seront  en  équi- 

TOME    II.  8 


114  DE    L'ÉQUILIBRÉ    DES    PLANS. 

libre.  Donc  les  grandeurs  a  ,  b  suspendues 
aux  longueurs  AA  ,  ab  sont  en  équilibre.  Ce 
qui  ne  peut  être  ;  car  des  grandeurs  égales 


V 

1 

A 

A 

r 

B 

., 

suspendues  à  des  longueurs  inégales  ne  sont 
point  en  équilibre  {Dem.  2  ).  Il  est  donc  évi- 
dent que  le  point  r  est  le  centre  de  gravité 
de  la  grandeur  qui  est  composée  des  gran- 
deurs A ,  B. 

PROPOSITION    V. 


Si  les  centres  de  gravité  de  trois  gran- 
deurs sont  placés  dans  une  niême  droite  ;  si 
ces  grandeurs  ont  la  même  pesanteur ,  et  si 
les  droites  placées  entre  les  centres  de  gra- 
vité sont  égales,  le  centre  de  gravité  de  la 
grandeur  composée  de  toutes  ces  grandeurs 
sera  le  point  qui  est  le  centre  de  gravité  de 
la  grandeur  du  milieu. 
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Soient  les  trois  grandeurs  A,  b^  r;  que  leurs 
centres  de  gravités  soient  les  points  a,  b,  r 
placés  dans  une  même  droite  ;  et  que  les 
grandeurs  a^  b,  r  soient  égales  entre  elles. 


A 

1 

r 

B 

ainsi  que  les  droites  Ar,  ib.  Je  dis  que  le 
centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée 
de  toutes  ces  grandeurs  est  le  point  r. 

Car ,  puisque  les  grandeurs  a  ,  b  ont  la 
même  pesanteur,  leur  centre  de  gravité  sera 
le  point  r  (4);  car  les  droites  ai,  fb  sont 
égales.  Mais  le  point  r  est  aussi  le  centre  de 
gravité  de  la  grandeur  r  ;  il  est  donc  évident 
que  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  com- 
posée de  toutes  ces  grandeurs  sera  le  point 
qui  est  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur 
du  milieu. 

Il  suij  évidemment  de-là  que,  si  les  cen- 
tres de  gravité  de  tant  de  grandeurs  que  Ton 
voudra  et  d'un  nombre  impair,  sont  dans  la 
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inême  droite,  si  celles  qui  sont  également 
éloignées  de  celle  qui  est  au  milieu  ont  la 
même  pesanteur,  et  si  les  droites  comprises 
entre  les  centres  de  gravité  sont  égales ,  le 
centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée 


de  toutes  les  grandeurs  sera  le  point  qui  est 
le  centre  de  gravité  delà  grandeur  du  milieu. 
Si  ces  grandeurs  sont  d'un  nombre  pair, 
si  leurs  centres  de  gravité  sont  dans  la  même 
droite  ,  si  celles  du  milieu  et  celles  qui  sont 
également  éloignées  de  part  et  d'autre  des 
grandeurs  du  milieu  ont  la  uième  pesanteur , 
et  si  les  droites  placées  entre  les  centres  de 
gravité  sont  égales  ,  le  centre  de  gravité  de 
la  grandeur  composée  de  toutes  ces  gran- 
deurs sera  le  point  placé  au  milieu  de  la 
droite  qui  joint  les  centres  de  gravité,  ainsi 
que  cela  est  représenté  dans  la  figure  (a). 
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PROPOSITION    VI. 

Des  grandeurs  com  mensurables  sont  en 
équilibre^  lorsqu'elles  sont  réciproquement 
proportionnelles  aux  longueurs  auxquelles 
ces  grandeurs  sont  suspendues. 

Soient  les  grandeurs  commensurables  A, 
B  ;  que  leurs  centres  de  gravité  soient  les 
points  A^  B;  soit  une  certaine  longueur  ea; 
et  que  la  grandeur  A  soit  à  la  grandeur  B 


A 


£ 


r   H 


K 


N 


comme  la  longueur  Ar  est  à  la  longueur  te. 
Il  faut  démontrer  que  le  centre  de  gravité  de 
la  grandeur  composée  des  deux  grandeurs 
A ,  B  ,  est  le  point  r. 

Puisque  A  est  à  B  comme  Ar  est  à  te,  et  que 
les  grandeurs  A ,  b  sont  comraensurables  ^  les 
droites  rA  ^  te  seront  aussi  comuiensurables  , 
c'est-à-dire  qu'elles  seront  entre  elles  comme 
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une  droite  est  à  une  droite.  Donc  les  droites 
Er  5  TA  ont  une  commune  mesure.  Que  cette 
commune  mesure  soit  n.  Supposons  que  cha- 
cune des  droites  AH^  AK  soit  égale  à  la  droite 
Er  et  que  la  droite  ea  soit  égale  à  la  droite 
AT.  Puisque  la  droite  ah  est  égale  à  la  droite 
te  y  la  droite  Ar  sera  égale  à  la  droite  eh  ,  et 
la  droite  ae  égale   à  la  droite  eh.  Donc  la 
droite  ah  est  double  de  la  droite  Ar ,  et  la 
droite  hk  double  de  la  droite  te.  Donc  la 
droite  n   mesure  chacune  des   droites  ah  , 
hk  ,  puisqu'elle  mesure  leurs  moitiés.  Mais 
a  est  à  ^   comme  la  droite  Ai  est  à  la  droite 
Er ,  et  la  droite  Ar  est  à  la  droite  te  comme 
la  droite  ah  est  à  la  droite  hk  ,  puisque  les 
droites  ah,  hk  sont  doubles  des  droites  Ar,  iE; 
donc  a  est  à  B  comme  ah  est  à  hk.   Que  A 
soit  autant  de  fois  multiple  de  z  que  ah  Fest 
de  N.  La  droite  ah  sera  à  la  droite  n  comme 
A  est  à  z.  Mais  kh  est  à  ah  comme  b  est  à  a: 
donc,  par  raison  d'égalité,  la  droite  kh  est  à 
la  droite  n  comme  B  est  à  z.  Donc  autant  de 
fois  KH  est  multiple  de  n,  autant  de  fois  B 
Test   de  z.    Mais  on  a  démontré  que  A  est 
aussi  un  multiple  de  z.  Donc  z  est  la  com- 
mune mesure  de  A  et  de  b.  Donc  si  ah  est 
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partagé  clans  des  segmens  égaux  chacun  à  n  , 
et  A  dans  des  segmens  égaux  cliacun  à  z ,  les 
seginens  égaux  cliacun  à  n  ,  qui  sont  dans 
aH  ,  seront  en  même  nombre  que  les  segmens 
égaux  cliacun  à  z  qui  sont  dans  A.  Donc  si  à 
chacun  des  segmens  de  ah,  on  applique  une 
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I  ^ 
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A 
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grandeur  égale  à  z,  qui  ait  son  centre  de 
gravité  dans  le  milieu  de  chacun  des  segmens, 
toutes  ces  grandeurs  seront  égales  à  A,  et  le 
centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée 
de  toutes  ces  grandeurs  sera  le  point  E  ;  car 
elles  sont  en  nombre  pair,  attendu  que  aE 
est  égal  à  he  (5).  On  démon  trera  semblable- 
njent  que  si  à  chacun  des  segmens  de  kh,  on 
applique  une  grandeur  égale  à  z ,  qui  ait  son 
centre  de  gravité  au  milieu  de  chacun  de  ces 
segmeiis ,  toutes  ces  grandeurs  seron  t  égales 
aß,  et  que  le  centre  de  gravité  de  la  gran- 
deur composée  de  toutes  ces  grandeurs  sera  le 
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point  A.  Mais  la  grandeur  A  est  appliquée  au 
point  E  et  la  grandeur  e  au  point  A  ;  donc 
certaines  grandeurs  égales  entre  elles  sont 
placées  sur  une  droite  ;  leurs  centres  de  gra- 
vité ont  entre  eux  le  même  intervalle ,  et  ces 
grandeurs  sont  en  nombre  pair.  Il  est  donc 
évident  que  le  centre  de  gravité  de  la  gran- 
deur composée  de  toutes  ces  grandeurs  est  le 
point  placé  au  milieu  de  la  droite  ,  sur  la- 
quelle sont  les  centres  de  gravité  des  gran- 
deurs moyennes  (5).  Mais  la  droite  ae  est 
égale  à  la  droite  rA  et  la  droite  ef  égale  à  la 
droite  AK  ;  donc  la  droite  entière  ai  est  égale 
à  la  droite  entière  tk.  Donc  le  centre  de  gra- 
vité de  la  grandeur  composée  de  toutes  ces 
grandeurs  est  le  point  r.  Donc  la  grandeur  a 
étant  appliquée  au  point  E ,  et  la  grandeur  B 
au  point  A,  ces  grandeurs  seront  en  équilibre 
autour  du  point  r  (a). 

PROPOSITION    VII. 

Des  grandeurs  incommensurables  sont  en 
équilibre,  lorsque  ces  grandeurs  sont  réci- 
proquement proportionnelles  aux  longueurs 
auxquelles  ces  grandeurs  sont  suspendues. 
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Que  les  grandeurs  ab^  r  soient  incommen- 
surables, et  que  AE,  EZ  soient  les  longueurs 
auxquelles  ces  grandeurs  sont  suspendues* 
Que  la   grandeur  ab   soit  à  la    grandeur  r 

A  E  Z 


A 

B 

comme  la  longueur  ea  est  à  la  longueur  EZ. 
Je  dis  que  le  centre  de  gravité  de  la  gran- 
deur composée  des  deux  grandeurs  ab  ,  r  est 
le  point  E. 

Car  si  les  grandeurs  ab  ,  r  ne  sont  pas  en 
équilibre ,  lorsque  Fune  est  appliquée  au 
point  z  et  l'autre  au  point  A ,  la  grandeur  ab 
est  trop  grande,  par  rapport  à  la  grandeur 
r,  pour  qu'elle  soit  en  équilibre  avec  elle, 
ou  elle  n'est  pas  assez  grande  ;  que  la  gran- 
deur AB  soit  trop  grande.  Retranchons  de 
AB  moins  qu'il  ne  faudroit  pour  rétablir 
l'équilibre ,  mais  juste  ce  qu'il  faut  pour 
ôter  l'incommensurabilité.  Les  grandeurs  a  , 
r  seront  commensurables.  Mais  la  raison  de 
Aar  sera  moindre  que  la  raison    de   ae  à 
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EZ;  donc  les  grandeurs  A,  r  suspendues  aux 
longueurs  ae  ,  ez  ne  seront  point  en  équi- 
libre y  lorsque  Tune  sera  appliquée  au  point 
z  et  Tauti'e  au  point  A  (6).  Par  la  même  rai- 
son ,  elles  ne  seront  point  en  équilibre  ,  si 
on  suppose  que  la  grandeur  r  est  trop 
grande  ,  par  rapport  à  la  grandeur  ab  ,  pour 
qu^elle puisse  être  en  équilibre  avec  elle  (a). 

PROPOSITION    VIII. 

Si  d^une  grandeur  quelconque  ,  on  re- 
tranclie  une  certaine  grandeur  qui  n'ait  pas 
le  même  centre  de  gravité  que  la  grandeur 
entière ,  pour  avoir  le  centre  de  gravité  de 
la  grandeur  restante,  il  faut  prolonger^  vers 
le  côté  où  est  le  centre  de  gravité  de  la  gran- 
deur entière,  la  droite  qui  joint  les  centres 
de  gravité  de  la  grandeur  totale  et  de  la 
grandeur  retrancliée  ;  prendre  ensuite  sur  le 
prolongement  de  la  droite  qui  joint  les  cen- 
tres de  gravité  dont  nous  venons  de  parler, 
une  droite  qui  soit  à  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  gravité  comme  la  pesanteur  de 
la  grandeur  retrancliée  est  à  la  pesanteur  de 
la  grandeur  restante  ,  le  centre  de  gravité  de 
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la  grandeur  restante  sera  l'extrémité  de  la 
droite  prise  sur  le  prolongement  (a). 

Que  le  point  r  soit  le  centre  de  gravité 
A  H 


I 

1              II 

E 

r         z  0 

A  B 

d^une  grandeur  ab.  De  ab  retranchons  une 
grandeur  AA,  dont  le  centre  de  gravité  soit 
le  point  E.  Ayant  mené  la  droite  Er  et  Tayant 
prolongée,  retranchons  de  son  prolongement 
une  partie  rz  qui  soit  à  la  droite  te  comme 
la  grandeur  aa  est  à  la  grandeur  AH.  Il  faut 
démontrer  que'  le  point  z  est  le  centre  de 
gravité  de  la  grandeur  ah. 

Que  le  point  z  ne  soit  pas  le  centre  de 
gravité  de  ah  ,  mais  bien  un  autre  point  0  , 
si  cela  est  possible.  Puisque  le  point  E  est  le 
centre  de  gravité  de  la  grandeur  A  A  ^  et  le 
point  0  le  centre  de  grc^vité  de  la  grandeur 
AH,  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  com- 
posée des  deux  grandeurs  AA ,  ah  sera  dans 
la  droite  E0  partagée  de  manière  que  ses 
segmens  soient  réciproquement  proportion- 
nels à  ces  deux  grandeurs  (6  et  7)  {Q.   Donc 
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le  point  r  ne  coïncidera  pas  avec  la  section 

dont  nous  venons  de  parler.  Donc  le  point  r 

n'est  pas  le  centre  de  gravité  de  la  gran- 

A  H 


A  B 

deur  composée  des  deux  grandeurs  AA  ^  ah  ^ 
c'est-à-dire  de  ab.  Mais  il  l'est  par  supposi- 
tion ;  donc  le  point  0  n'est  pas  le  centie  de 
gravité  de  la  grandeur  ah. 

PROPOSITION  IX. 


Le  centre  de  gravité  d'un  parallélogramme 
quelconque  est  dans  la  droite  qui  joint  les 
milieux  de  deux  côtés  opposés. 

Soit  le  parallélogramme  abfa  ,  dont  les 
milieux  des  côtés  ab  ,  ta  sont  joints  par  la 
droite  EZ.  Je  dis  que  le  centre  de  gravité  du 
parallélogramme  abia  est  dans  la  droite  ez. 

Que  cela  ne  soit  point  ainsi  ;  et  suppo- 
sons, si  cela  est  possible,  que  le  point  0  soit 
le  centre  de  gravité.  Menons  la  droite  01  pa- 
rallèle à  AB.  Si  la  droite  eb  est  continuelle- 
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iiîtsnt  partagée  en  deux  parties^  il  restera 
enfin  un  segment  plus  petit  que  01.  Parta- 
geons donc  chacune  des  droites  ae,  eb  dans 
des  segmens  égaux  chacun  à  ek^  et  par  les 

A  E      K  B 


T 

!0 
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i*c/ 

points  de  division  conduisons  des  droites 
parallèles  à  EZ.  Le  parallélogramme  entier 
sera  divisé  dans  des  parallélogrammes  égaux 
et  seinblables  chacun  à  kz.  Donc  ces  paral- 
lélogrammes égaux  et  semblables  chacun  au 
parallélogramme  KZ ,  étant  appliqués  exac- 
tement les  uns  sur  les  autres ,  leurs  centres 
de  gravité  s^appliqueront  aussi  exactement 
les  uns  sur  les  autres  {Dem,  4).  Donc  ces 
parallélogrammes  seront  certaines  giandeurs 
égales  chacune  à  kz  ,  et  en  nombre  pair , 
ayant  leurs  centres  de  gravité  placés  dans  la 
même  droite  (a).  Mais  les  grandeurs  moj^ennes 
sont  égales,  et  ainsi  que  toutes  celles  qui  sont 
également  distantes  de  part  et  d'autre  des 
moyennes,  et   les    droites   placées  eutre  le 
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centre  de  gravité  sont  aussi  égales  entï%  elles; 
donc  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  qui 
est  composée  de  toutes  ces  grandeurs,  est 
dans  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gra- 
vité des  grandeurs  moyennes  (  5  ).  Mais  cela 
n'est  point,  puisque  le  point  0  tombe  au- 
delà  de  la  moitié  des  parallélogrammes.  11 
est  donc  évident  que  le  centre  de  gravité 
du  parallélogramme  est  dans  la  droite  ez. 

PROPOSITION    X. 

Le  centre  de  gravité  d'un  parallélo- 
gramme est  le  point  où  les  deux  diagonales 
se  rencontrent. 

Soit    le    parallélogramme  abiA;  que    ez 
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coupe  les  côtés  ab,  fa,  en  deux  parties 
égales ,  et  que  ka  coupe  aussi  les  côtés  af  , 
BA  en  deux  parties  égales.  Le  centre  de  gra- 
vité du  parallélogramme  abfa  sera  dans  la 
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droite  EZ  ;  ce  qui  a  été  démontré  (9).  Par  la 
même  raison,  il  sera  aussi  dans  la  droite k a. 
Donc  le  point  0  est  le  centre  de  gravité. 
Mais  les  diagonales  se  rencontrent  au  point 
e  ;  donc  la  proposition  est  démontrée. 


On  peut  encore  démontrer  autrement 
cette  proposition. 

Soit  le  parallélogramme  abfa,  dont  ab  est 
la  diagonale.  Les  triangles  aba,  bia  sont 
égaux  et  semblables.  Donc  ces  triangles  étant 
placés   exactement    Tun   sur  Fautre,  leurs 
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centres  de  gravité  seront  appliqués  l'un  sur 
Tautre  (  Dem,  5  ).  Que  le  point  e  soit  le  centre 
de  gravité  du  triangle  aba.  Partageons  la 
droite  ab  en  deux  parties  égales  au  point  0. 
Ayant  conduit  la  droite  E©  et  Tay  an  t  pro- 
longée, prenons  z©  égal  à  e©.  Le  triangle 
aba  étant  appliqué  exactement  sur  le  triangle 
BAT,  le  coté  ab  sur  le  côté  Ar  et  le  côté  aa 
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sur  le  côté  Br^  la  droite  0E  s^appliquera  exac- 
tement sur  la  droite  Z0  et  le  point  e  sur 
le  point  z.  Mais  le  centre  de  gravité  du 
triangle  ab  A   s'applique  exactement   sur   le 


centre  de  gravité  du  triangle  bfa  (Dem,  5); 
donc  puisque  le  centre  de  gravité  du  trian- 
gle ABA  est  le  point  e  ,  et  que  le  centre  de 
gravité  du  triangle  abf  est  le  point  z  ;  il  est 
évident  que  le  centre  de  gravité  de  la  gran- 
deur composée  de  ces  deux  triangles,  est  le 
point  placé  au  milieu  de  la  droite  ez,  qui 
est  certainement  le  point  0. 

PROPOSITION    XL 


Si  deux  triangles  sont  semblables ,  si  des 
points  sont  semblablement  placés  dans  ces 
triangles,  et  si  Y  un  de  ces  points  est  le 
centre  de  gravité  du  triangle  dans  lequel 
il  est  placé,  Tautre  point  sera  aussi  le  centre 
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de  gravité  du  triangle  dans  lequel  il  est  placé. 
Nous  disons  que  des  points  sont  semblable- 
lîient  placés  dans  des  figures  semblables ,  lors- 
que les  droites  menées  de  ces  points  à  des 
angles  égaux  font  des  angles  égaux  avec  les 
côtés  homologues. 

Soient  les  deux  triangles  abf  ^  AEZ  ;  et  que 
AI  soit  à  AZ  comme  ab  est  à  AE  ^  et  comme 
Br  est  à  Ez.  Que  dans  les  triangles  dont  nous 


venons  de  parler ,  les  points  0  ^  N  soient  sem- 
blablement  placés ,  et  que  le  point  0  soit  le 
centre  de  gravité  du  triangle  abi.  Je  dis  que 
le  point  N  est  aussi  le  centre  de  gravité  du 
triangle  aez. 

Que  le  point  n  ne  soit  pas  le  centre  de 
gravité  du  triangle  aez,  et  que  ce  soit  un 
autre  point  h  ,  si  cela  est  possible.  Menons 
les  droites  0  A ,  0B  ,  ©r  ,  AN  ,  EN ,  ZN  ,  ah  , 
EH ,  ZH.  Puisque  les  triangles  abf  ,  AEZ  sont 
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semblables^  que  leurs  centres  dé  gravité  Sont 
les  points  0 ,  h  ,  et  que  les  centres  de  gra- 
vité des  figures  semblables  sont  semblable- 
ment  placés ,  c^est-à-dire  que  les  droites  me- 
nées des  centres  de  gravité  aux  angles  égaux 


et  cor respon dans,  forment  des  angles  égaux 
avec  les  côtés  homologues,  Tangle  hae  sera 
égal  à  Tangle  0AB.  Mais  Fangle  0AB  est  égal  à 
Tangle  ean  ,  puisque  les  points  © ,  N  sont 
semblablement  placés.  Donc  Fangle  eah  est 
égal  à  Fangle  ean  ,  c'est-à-dire  que  le  plus 
grand  est  égal  au  plus  petit  ;  ce  qui  ne  peut 
être.  Donc  le  point  n  n'est  pas  le  centre  de 
gravité  du  triangle  aez.  Donc  le  point  N 
dont  nous  avons  parlé  est  son  centre  de 
gravité. 
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PROPOSITION    XII. 


Si  deux  triangles  sont  semblables,  et  si  le 
centre  de  gravité  de  l'un  est  dans  la  droite 
menée  d'un  des  angles  au  milieu  de  la  base , 
le  centre  de  gravité  de  Fautre  sera  aussi 
dans  une  droite  semblablement  menée. 

Soient  les  deux  triangles  abi,  aez.    Que 


AT  soit  à  AZ  comme  ab  est  à  ae  ,  et  comme 
BF  est  à  ZE.  Ayant  partagé  la  droite  Ar  en 
deux  parties  égales  au  point  h  ,  menons  la 
droite  bh.  Que  le  point  0 ,  pris  dans  la 
droite  bh,  soit  le  centre  de  gravité  du  triangle 
ABF.  Je  dis  que  le  centre  de  gravité  du  trian- 
gle EAZ  sera  aussi  dans  une  droite  sembla- 
blement menée. 

Partageons  AZ  en  deux  parties  égales  >  au 
point  M  j  et  menons  la  droite  em.  Faisons  en 


i33 


DE    L'EQUILIBRE    DES    PLANSJ 

sorte  que  bh  soit  à  B0  comme  me  est  à  en  , 
et  menons  les  droites  Ae ,  er ,  an  ,  NZ.  Puis- 
que AH  est  la  moitié  de  TA,  et  Am  la  moitié 
de  AZ^  la  droite  ba  sera  à  la  droite  ea  comme 
AH  est  à  AM.  Mais  ces  côtés  qui  sont  propor- 
tionnels sont  placés  autour  d^angles  égaux  ; 


donc  Fangle  ahb  est  égal  à  Fangle  ame.  Donc 
AH  est  à  AM  comme  bh  est  à  em.  Mais  bh 
est  à  B0  comme  me  est  à  EN  (a)  ;  donc  ,  par 
raison  d^égalité,  la  droite  ab  est  à  la  droite 
AE  comme  B0  est  à  en.  Mais  ces  côtés  qui 
sont  proportionnels  sont  placés  autour  d'an- 
gles égaux;  donc  Fangle  ba©  est  égal  à 
FangleEAN.  Donc  Fangle  restant  0Ar  est  aussi 
égal  à  Fangle  NAZ.  Par  la  même  raison , 
Fangle  Br©  est  égal  à  Fangle  ezn  ,  et  Fangle 
©IH  égal  à  Fangle  nzm.  Mais  on  a  démontré 
que  Fangle  ab©  est  égal  à  Fangle  aem  ;  donc 
Fangle  restant  ©Br  est  aussi  égal  à  Fangle  nez. 
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D^où  il  suit  que  les  points  0  ,  n  sont  sem- 
blablement  placés  sur  des  côtés  homologues, 
et  qu^ils  forment  des  angles  égaux.  Donc  les 
points  0 ,  N  sont  semblablement  placés.  Mais 
le  point  0  est  le  centre  de  gravité  du  triangle 
ABi;  donc  le  point  N  est  aussi  le  centre  de 
gravité  du  triangle  AEZ  (  dem,  6  ). 

PROPOSITION    XIII. 


Le  centre  de  gravité  d^un  triangle  quel- 
conque est  dans  la  droite  qui  est  menée  d^un 
des  angles  au  milieu  de  la  base. 

Soit  le  triangle  abf  ,  et  que  dans  ce  trian- 

A 


B  o  A  il      '^  r 

gle  la  droite  AA  soit  menée  au  milieu  de  la 
base.  Il  faut  démontrer  que  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  abf  est  dans  la  droite  AA. 
Que  cela  ne   soit  point  ainsi;  et  que  le 
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point  0  soit  son  centre  de  gravité,  si  cela  est 
possible.  Par  ce  point  conduisons  ]a  droite  01 
parallèle  à  Br.  Si  la  droite  Ar  est  continuel- 
lement partagée  en  deux  parties  égales ,  il 
restera  enfin  un  segment  moindre  que  01. 
Partageons  chacune  des  droites  bA^  at  en 
segmens  égaux;  par  les  points  de  division 
conduisons  des  parallèles  à  AA,  et  menons 
les  droites  EZ^  hk,  am;  ces  droites  seront  paral- 
lèles à  Bi  (ûf).  Or,  le  centre  de  gravité  du  pa- 
rallélogramme MN  est  dans  la  droite  ys, 
celui  du  parallélogramme  ks  ,  dans  la  droite 
TT  5  et  enfin  celui  du  parallélogramme  zo, 
dans  la  droite  TA.  Dane  le  centre  de  gravité 
de  la  grandeur  composée  de  toutes  ces  gran- 
deurs est  dans  la  droite  2 A  (5).  Que  son  centre 
de  gravité  soit  le  point  p.  Menons  la  droite 
P0 ,  et  ayant  prolongé  cette  droite ,  condui- 
sons la  droite  r^  parallèle  à  A  A.  Le  triangle 
AAr  est  à  la  somme  de  tous  les  triangles  qui 
sont  semblables  au  triangle  AAr  et  qui  sont 
construits  sur  les  droites  am,  mk,  kz,  zt, 
comme  VA  est  à  am;  parce  que  les  droites 
am,  MK,  KZ  ,  zr  sont  égales  entre  elles  ((?). 
Mais  le  triangle  aab  est  aussi  à  la  somme 
(te  tous  les  triantes  construits  sur  les  droites 
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AA,  AH,  HE  ,  EB  comme  BA  est  à  aa;  donc  le 
triangle  ABr  est  à  la  somme  de  tous  les  trian- 
gles dont  nous  venons  de  parler  comme  ta 
est  à  AM.  Mais  la  raison  de  ta  à  AM  est  plus 

A 


B   O 


grande  que  la  raison  de  $P  à  P0  ;  car  lA  est 
à  AM  comme  $p  est  à  pn ,  parce  que  les  trian- 
gles sont  semblables  (y)  ;  donc  la  raison  du 
triangle  ABr  à  la  somme  des  triangles  dont 
nous  avons  parlé  est  plus  grande  que  la  rai- 
son de  <ï>p  à  P0.  Donc  par  soustraction ,  la 
raison  de  la  somme  des  parallélogrammes 
MN ,  KH  ,  zo  à  la  somme  des  triangles  res- 
tans  est  plus  grande  que  la  raison  de  <>0  à 
0P.  Que  la  droite  X0  soit  à  la  droite  0P  comme 
la  somme  des  parallélogrammes  est  à  la  somme 
des  triangles.  Puisque  Ton  a  une  certaine  gran- 
deur ABr  dont  le  centre  de  gravité  est  le 
point  0 ,  que  de  cette  grandeur  on  a  ôté  une 
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grandeur  composée  des  parallélogrammes  mnt, 
Ka  ,  ze ,  et  que  le  centre  de  gravité  de  la  gran- 
deur retranchée  est  le  point  p,  le  centre  de 
gravité  de  la  grandeur  restante  qui  est  com- 
posée des  triangles  restans  sera  dans  la  droite 
pe  prolongée,  et  le  prolongement  de  cette 
droite  sera  à  la  droite  0P  comme  la  grandeur 
retranchée  est  à  la  grandeur  restante  (8).  Donc 
le  point  X  est  le  centre  de  gravité  de  la  gran- 
deur composée  des  triangles  restans.  Ce  qui 
ne  peut  être  ;  car  ayant  conduit  par  le  point 
X ,  et  dans  le  plan  du  triangle  abi  une  droite 
parallèle  à  AA,  tous  les  triangles  seroient  du 
même  côté  de  cette  droite ,  •  c^est-à-dire  de 
Tun  ou  de  Fautre  côté.  Donc  la  proposition 
est  évidente. 

AUTREMENT. 

Soit  le  triangle  abf  ;  menons  la  droite  AA 
au  milieu  de  bf.  Je  dis  que  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  abf  est  dans  la  droite  A  A. 

Que  cela  ne  soit  pas  ainsi ,  et  que  le  centre 
de  gravité  soit  le  point  0 ,  si  cela  est  possible. 
Menons  les  droites  A0,  0B,  er,  et  les  droites 
EA,  2E  aux  milieux  de  ba,  af.  Conduisons 
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ensuite  les  droites  ek,  za  parallèles  à  la  droite 
A0  5  et  menons  enfin  les  droites  ka,  aa,  ak^ 
A0 ,  MN.  Puisque  le  triangle  abf  est  semblable 
au  triangle  Azr ,  à  cause  que  ba  est  parallèle 
à   ZA,    et  puisque  le  centre  de  gravité  du 

A 


triangle  abf  est  le  point  e ,  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  ZAf  sera  le  point  a  ;  car  il 
est  évident  que  les  points  e,  a  sont  sembla- 
blement  placés  dans  chaque  triangle  [a)  (i  i). 
Par  la  même  raison,  le  centre  de  gravité  du 
triangle  eba  est  le  point  k.  Donc  le  centre 
de  gravité  de  la  grandeur  composée  des  trian- 
gles EBA,  ZAF  est  au  milieu  de  la  droite  ka  , 
parce  que  les  triangles  eba  ,  zaf  sont  égaux. 
Mais  le  point  n  est  le  milieu  de  ka,  parce 
que  BE  est  à  ea  comme  bk  est  à  0K  ,  et  que  rz 
est  îi  ZA  comme  fa  est  à  a0.  Donc,  puisque 
cela  est  ainsi ,  la  droite  ka  est  parallèle  à  la 
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droite  Br.  Mais  on  a  mené  la  droite  aq  ;  donc 
BA  est  à  Ar  comme  kn  est  à  na.  Donc  le  centre 
de  gravité  de  la  grandeur  composée  des  deux 
triangles,  dont  nous  venons  de  parler,  est 
le  point  N.  Mais  le  centre  de  gravité  du  pa- 
rallélogramme AEAZ  est  le  point  m  ;  donc  le 
centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée 

A 


Bat 
de  toutes  ces  grandeurs  est  dans  la  droite  mn. 
Mais  le  centre  de  gravité  du  triangle  abi  est 
le  point  0  ;  donc  la  droite  mn  prolongée  pas- 
sera par  le  point  0.  Ce  qui  est  impossible. 
Donc  le  centre  du  triangle  abf  n'est  point 
hors  de  la  droite  AA.  Il  est  donc  dans  cette 
droite. 


LIVRE    PREMIER. 


109 


PROPOSITION    XIV. 


Le  centre  de  gravité  d^un  triangle  quel- 
conque est  le  point  où  se  coupent  mutuel- 
lement des  droites  menées  des  angles  du 
triangle  aux  milieux  des  côtés. 

Soit  le  triangle  abi.  Conduisons  la  droite 
A  A  au  milieu  du  côté  Br,  et 
la  droite  be  au  milieu  du 
côté  Ar.  Le  centre  de  gravité 
du  triangle  abf  est  dans  les 
deux  droites  A  A  ^  be  ,  ce  qui 
a  été  démontré  (i3).  Donc  le 
point  e  est  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  abi. 


PROPOSITION   XV. 


Le  centre  de  gravité  d'un  trapèze  quel- 
conque ayant  deux  côtés  parallèles^  est  dans 
la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  côté§ 
parallèles ,  partagée  de  mahière  que  la  par- 
tie placée  vers  le  point  où  le  plus  petit  des 
côtés  parallèles  est  partagé  en  deux  parties 
égales ,  soit  à  Fautre  partie  comme  le  double 
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du  plus  grand  des  côtés  parallèles ,  conjoin- 
tement avec  le  plus  petit  est  au  double  du 
plus  petit,  conjointement  avec  le  plus  grand. 
Soit  le  trapèze  abfa  ,  ayant  les  côtés  aa  , 

ir 


BT  parallèles.  Que  la  droite  ez  joigne  les  mi- 
lieux des  côtés  AA,  Br.  Il  est  évident  que  le 
centre  de  gravité  dû  trapèze  est  dans  la 
droite  EZ  ;  car  si  nous  prolongeons  les  droites 
TAH ,  ZEH ,  BAH ,  ces  droites  se  rencontreront 
en  un  même  point  (a).  Donc  le  centre  de 
gravité  du  triangle  hbi  est  dans  la  droite  HZ. 
Mais  le  centre  de  gravité  du  triangle  aha  est 
aussi  dans  la  droite  eh;  donc  le  centre  de 
gravité  du  trapèze  restant  abfa  est  aussi  dans 
la  droite  ez  (8).  Menons  la  droite  ba  ,  et  par- 
tageons cette  droite  en  trois  parties  égales 
aux  points  k  ,  0  ;  par  ces  points  conduisons 
les  droites  a0M  ,  nkt  parallèles  à  bi  ,  et  me- 
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nons  AZ,  BE^  OE.  Le  centre  de  gravité  du 
triangle  ABf  sera  dans  0M, parce  que  0B  est  le 
tiers  de  ba  (^),  et  que  la  droite  M0  a  été  con- 
duite par  le  point  0  parallèlement  à  la  base 
M0.  Mais  le  centre  du  triangle  ABr  est  dans 
la  droite  AZ;  donc  le  point  S  est  le  centre 
de  gravité  du  triangle  dont  nous  venons  de 
parler.  Mais ,  par  la  même  raison ,  le  point 
o  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  aba  ; 
donc  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur 
composée  des  triangles  aba  ,  bai,  c^est-à- 
dire  du  trapèze,  est  dans  la  droite  OH.  Mais 
le  centre  de  gravité  du  trapèze  dont  nous  ve- 
nons de  parler  est  aussi  dans  la  droite  EZ; 
donc  le  point  n  est  le  centre  de  gravité  du 
trapèze  abia.  Donc  le  triangle  bia  est  au 
triangle  aba  comme  on  est  à  nn  (6  et  7). 
Mais  le  triangle  EAr  est  au  triangle  aba 
comme  Br  est  à  aa  ,  et  on  est  à  ns  comme  np 
est  à  ni;  donc  Br  est  à  AA  comme  pn  est  à  ns. 
Donc  aussi  le  double  de  Br  ,  conjointement 
avec  A  A  est  au  double  de  a  A,  conjointement 
avec  Br  comme  le  double  de  pn,  conjointe- 
ment avec  ns  est  au  double  de  ux,  conjoin- 
tement avec  np.  Mais  le  double  de  pn  ,  con- 
jointement avec  ux  est  égal  à  xv  ,  conjoin- 
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tement  avec  pn^  c'est-à-dire  à  pe,*  et  le 
double  de  ns,  conjointement  avec  np  est 
égal  à  pn ,  conjointement  avecns,  c'est-à- 
dire  à  nz.  Donc  la  proposition  est  démontrée. 


i 
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DE  LEURS  CENTRES  DE  GRAVITÉS. 


LIVRE    SECOND. 

PROPOSITION   PREMIÈRE. 

i^i  deux  surfaces  qui  sont  comprises  par  une 
droite  et  par  une  parabole ,  et  qui  peuvent 
par  conséquent  s^ appliquer  sur  une  droite 
donnée,  n^ont  pas  le  même  centre  de  gravité, 
le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée 
des  deux  premières  sera  dans  la  droite  qui 
joint  les  centres  de  gravité ,  la  droite  dont 
nous  venons  de  parler  étant  partagée  de  ma- 
nière que  ses  segmens  soient  réciproquement 
proportionnés  aux  surfaces  paraboliques. 

Soient  deux   surfaces  ab,  ta,  telles  que 
celles  dont  nous  venons  de  parler.  Que  leurs 
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centres  de  gravité  soient  les  points  E  ,  z,  et 
que  la  surface  ab  soit  à  la  surface  ta  comme 
20  est  à  0E.  Il  faut  démontrer  que  le  point 
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0  est  le  centre  de  gravité  de   la  grandeur 
composée  des  deux  grandeurs  ab  ,  lA. 

Que  chacune  des  droites  zh  ,  zk  soit  égale 
à  E0,  et  la  droite  ea  égale  à  la  droite  Z0, 
c'est-à-dire  à  la  droite  he.  La  droite  A0  sera 
aussi  égale  à  la  droite  K0  ;  et  la  surface  ab 
sera  à  }a  surface  rA  comme  ah  est  à  hk; 
car  chacune  des  droites  ah,  hk  est  double 
de  chacune  des  droites  Z0,  0E.  Appliquons 
sur  la  droite  ah  de  Tun  et  de  Tautre  côté,  la 
surface  ab;  de  manière  que  la  surface  mn 
soit  égale  à  la  surface  ab  (a).  Le  centre  de 
gravité  de  la  surface  mn  sera  le  point  E  (i,  9). 
Achevons  le  rectangle  nh.  La  surface  mn 
sera  à  la  surface  Ng;  comme  ah  est  à  nk.  Mais 
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la  surface  ab  est  à  la  surface  ta  comme  ah 
est  à  HK;  donc  la  surface  AB  est  à  la  surface 
TA  comiue  la  surface  mn  est  à  la  surface  nä'  , 

et  par  permutation Mais  la  surface 

AB  est  égale  à  la  surface  mn;  donc  la  surface 
TA  est  égale  à  la  surface  NH.  Puisque  le  centre 
de  gravité  de  N;s;  est  le  point  z  ,  que  la  droite 
Ae  est  égale  à  la  droite  &k  ,  et  que  la  droite 
entière  ak  partage  les  côtés  opposés  en  deux 
parties  égales^  le  point  e  sera  le  centre  de 
gravité  de  la  surface  entière  riM  (  i^  g).  Mais 
la  surface  mit  est  égale  à  une  surface  com- 
posée de  MN^  NS;  donc  le  point  0  est  le  cen- 
tre de  gravité  de  la  surface  composée  des 
surfaces  ab  ,  ta. 

Si  dans  le  segment  qui  est  compris  par 
une  droite  et  par  une  parabole ,  on  inscrit 
un  triangle  qui  ait  la  même  base  et  la  même 
hauteur  que  le  segment;  si  dans  lessegmens 
restans  ont  inscrit  des  triangles  qui  aient  la 
même  base  et  la  même  hauteur  que  ces  seg- 
mens,  et  si  Von  continue  d'inscrire  de  la 
même  manière  des  triangles  dans  les  segmens 
restans,  la  figure  produite  est  dite  inscrite 
régulièrement  dans  le  segment  (ë).  Il  est  évi- 
dent que  les  droites  qui  joignent  les  angles 
TOMEii.  10 
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de  la  figure  inscrite  de  cette  niaiii ère ^  non- 
seulement  ceux  qui  sont  les  plus  près  du 
sommet ,  mais  encore  ceux  qui  viennent  en- 
suite^ seront  parallèles  à  la  base  du  segment. 
Ces  droites  seront  coupées  en  deux  parties 
égales  par  le  diamètre  du  segment;  et  ces 
mêmes  droites  couperont  le  diamètre  de  ma- 
nière que  ses  segmens,  en  comptant  pour 
un  celui  qui  est  vers  le  sommet^  seront 
entre  eux  comme  les  nombres  successive- 
ment impairs.  Ce  qu'il  faut  démontrer  (y). 

PROPOSITION    IL 

Si  dans  un  segment  compris  par  une 
droite  et  par  une  parabole ,  on  inscrit  régu- 
lièrement une  figure  rectiligne,  le  centre  de 
gravité  de  la  figure  recliligne  sera  dans  le 
diamètre  du  segment. 

Que  le  segment  abt  soit  tel  que  celui  dont 
nous  venons  de  parler.  Inscrivons-lui  régu- 
lièrement la  figure  rectiligne  AEzHBOïKr.  Que 
BA  soit  le  diamètre  du  segment.  11  faut  dé- 
montrer que  le  centre  de  gravité  de  cette 
figure  rectiligne  est  dans  BA. 

Car  puisque  le  centre  de  gravité  du  tra- 
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pèze  AEKF  est  dans  la  droite  aA  (  i^  i5),  le 
centre  de  gravité  du  trapèze  ezih  dans  ma, 
le  centre  de  gravité  du  trapèze  ZH0I  dans 


MN,  et  enfin  le  centre  de  gravité  du  triangle 
HB0  dans  BN  ,  il  est  évident  que  le  centre 
de  gravité  de  la  figure  rectiligne  entière  sera 
dans  BA, 

PROPOSITION    II I. 


Si  dans  deux  segmens  semblables  compris 
par  une  droite  et  par  une  parabole,  on  in- 
scrit régulièrement  des  figures  rectilignesqui 
aient  le  même  nombre  de  côtés,  les  centres 
de  gravité  des  figures  rectilignes  seront  sem- 
blablement  placés  dans  les  diamètres  des  seg- 
mens (a). 

Soient  les  deux  segmens  abf  ,  sron.  Inscri- 
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vons-leur  régulièrement  des  figures  recti- 
lignes  qui  aient  chacune  le  même  nombre 
de  côtés.  Que  ba,  op  soient  les  diamètres  des 
segmens.  Menons  les  droites  ek  ,  zi,  H0;  et  les 


droites  XT,  T^  ^  x^.  Puisque  les  diamètres  ba, 
PO  sont  partagés  semblablement  par  les  paral- 
lèles; que  leurs  segmens  sont  comme  les 
nombres  successivement  impairs^  et  que  ces 
segmens  sont  égaux  en  nombre ,  il  est  évi- 
dent que  non-seulement  les  segmens  des  dia- 
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mètres  ^  mais  encore  les  parallèles ,  seront 
dans  les  mêmes  raisons  (é").  Mais  les  centres 
de  gravité  des  trapèzes  aeki,  HXTn  seront  sem- 
blablement  placés  dans  les  droites  aA  ^  ßp, 
parce  que  la  raison  de  Ar  à  ek  est  la  même 
que  la  raison  de  sn  à  2T  (  i ,  1 5  )  ;  les  cen- 
tres de  gravité  des  trapèzes  ezik  ,  SY$T  seront 
semblablement  placés  dans  les  droites  am, 
qt;  les  centres  de  gravité  des  trapèzes  Z0 , 
Y-^  seront  semblableinent  placés  dans  les 
droites  mn  ,  Tii ,  et  les  centres  de  gravité  des 
triangles  hb0,  xc^  seront  encore  semblable- 
ment placés  dans  les  droites  bn  ,  otf  ;  et  de 
plus  les  trapèzes  et  les  triangles  sont  propor- 
tionnels. Il  est  donc  évident  que  le  centre  de 
gravité  de  la  figure  rectiligne  entière  in- 
scrite dans  le  segment  abi,  et  le  centre  de 
gravité  de  la  figure  rectiligne  entière  inscrite 
dans  le  segment  sen  sont  semblablement  pla- 
cés dans  les  diamètres  ba  ,  op.  Ce  qu^il  falioit 
démontrer- 
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PROPOSITION    IV. 


Le  centre  de  gravité  cl^iii  segment  quel- 
conque compris  par  une  droite  et  par  une 
parabole  est  dans  le  diamètre  du  segment. 

Soit  ABF  un  segment  tel  que  celui   dont 


A  A  z  r 

nous  venons  de  parler.  Que  son  diamètre 
soit  BA.  Il  faut  démontrer  que  le  centre  de 
gravité  du  segment  dont  nous  venons  de  par- 
ler est  dans  la  dioite  ba. 

Que  cela  lie  soit  point;  et  que  le  point  E 
soit  son  centre  de  gravité.  Par  ce  point  con- 
duisons EZ  parallèle  à  BA.  Inscrivons  dans  le 
segment  un  triangle  abi,  ajanl  la  même  base 
et  la  même  hauteur  que  ce  segment;  et  que 
rz  soit  à  AZ  comme  le  triangle  abf  est  à  la 
su  rface  k.  Inscrivons  régulièrement  dans  le 
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segment  une  figure  rectiligne  ^  de  iiianièi  e 
que  la  somme  des  segmens  restans  soit  moin- 
dre que  la  surface  K  (a).  Le  centre  de  gravité 
de  la  figure  rectiligne  inscrite  est   dans  la 
droite  BA  {2,  2);  que  son  centre  de  gravité 
soit  le  point  0.  Menons  la  droite  0E;  et  ayant 
prolongé  cette  droite,  conduisons  ta  paral- 
lèle à  BA.  Il  est  évident  que  la  raison  de  la 
figure  rectiligne  inscrite  dans  le  segment  à 
la  somme  des  segmens  restans  est  plus  grande 
que  la  raison  du  triangle  ABr  à  la  surface  K. 
Mais  le  triangle  ABr  est  à  la  surface  K  comme 
rz  est  à  z  A  ;  donc  la  raison  de  la  figure  inscrite 
dans  le  segment  à  la  somme  des  segmens  res- 
tans est  plus  grande  que  la  raison  de  rzàzA, 
c'est-à-dire  de  ae    à    E0.   Que  me   soit  à  E0 
comme  la  figure  rectiligne  inscrite  est  à  la 
somme  des  segmens.  Donc  puisque  le  centre 
de  gravité  du  segment  entier  est  le  point  e  , 
et  que  le  centre  de  gravité  de  la  figure  inscrite 
est  le  point  0,  il  est  évident  que  le  centre  de 
gravité  de  la  grandeur  restante  qui  est  com- 
posée de  tous  les  segmens  restans  sera  dans 
la  droite  ©E  prolongée,  de  manière  que  son 
prolongement  soit  à  0E  comme  la  figure  rec- 
tiligne inscrite  est  à  la  somme  des  segmens 
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restais  (1,8).  Dodc  le  centre  de  gravité  de  la 
grandeur  composée  des  segmens  restans  sera 
le  point  M.  Ce  qui  est  absurde;  car  tous  les 
segmens  restans  sont  du  même  côté  de  ]a 
droite  menée  par  le  point  m  parallèle  à  BA. 
Il  est  donc  évident  que  le  centre  de  gravité 
est  dans  ba. 

PROPOSITION    V. 

Si  dans  un  segment  compris  par  une  droite 
et  paï*  une  parabole ,  on  inscrit  régulière- 
ment une  figure  rectiligne^  lecentre  de  gra- 
vité du  segment  est  plus  près  du  sommet 
que  le  centre  de  gravité  de  la  figure  recti- 
lïgne. 

Soit  ABF  un  segment  tel  que  celui  dont 
nous  venons  de  parler;  que  BA  soit  son  dia- 
mètre. Inscrivons-lui  d'abord  régulièrement 
le  triangle  ABf.  Partageons  BA  au  point  E  ^ 
de  manière  que  be  soit  double  de  EA.  Le 
point  E  sera  le  centre  de  gravité  du  triangle 
ABI.  Partageons  les  droites  ab  ,  Br  en  deux 
parties  égales  aux  points  z,  H,  et  par  les 
points  z^  H  conduisons  les  droites  zk  ,  ah 
parallèles  à  BA;  le  centre  de  gravité  du  seg- 
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ment  akb  sera  clans  la  droite  ZK  ,  et  le  centre 
de  gravité  du  segment  BFA  dans  la  droite 
HA  (2^  4).  Que  ces  centres  de  gravité  soient 
les  points  0 ,  i.  Menons  01.  Puisque  la  figure 


eZHi  est  un  parallélogramme  (a),  et  que  zn 
est  égal  à  NH  ,  la  droite  X0  sera  égale  à  la 
droite  xi.  Donc  le  centre  de  gravité  de  la 
grandeur  composée  des  deux  segmens  akb  , 
BAI  sera  dans  le  milieu  de  01  ,  c'est-à-dire 
en  X  ;  car  ces  seginens  sont  égaux  (é").  Puisque 
le  centre  de  gravité  du  triangle  abf  est  le 
point  E,  et  que  le  centre  de  gravité  de  la 
grandeur  composée  des  deux  segmens  akb  , 
EAF  est  le  point  x^  il  est  évident  que  le  centre 
de  gravité  du  segment  total  abf  sera  dans  XE, 
c'est-à-dire  entre  les  points  x  et  E  (2^  8).  Donc 
le  centre  de  gravité  du  segment  entier  sera 
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plus  près  du  sommet  que  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  régulièrement  inscrit 

Inscrivons  ensuite  régulièrement  dans  le 
segment  ABr  le  pentagone  AKBAI.  Que  la 
droite  BA  soit  le  diamètre  du  segment  en- 
tier, et  les  droites  KZ,  ah  les  diamètres  des 


segmens  akb  ,  baî.  Puisque  dans  le  segment 
AKB  on  a  inscrit  régulièrement  un  triangle , 
le  centre  de  gravité  du  segment  entier  est 
plus  près  du  sommet  que  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle.  Que  le  point  0  soit  le  centre 
de  gravité  du  segment  akb  ,  et  le  point  i  ce- 
lui du  triangle;  que  le  point  m  soit  le  centre 
de  gravité  du  segment  baf  ,  et  le  point  n 
celui  du  triangle.  Joignons  les  points  e,  M  et 
les  points  i ,  n.  La  droite  ex  sera  égale  à  la 
droite  XM ,   et  la  droite  IT  à  la  droite  tn. 
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Mais  le  triangle  bai  est  égal  au  triangle  akb^ 
et  le  segment  bai  au  segment  akb,  car  on  a 
démontré  dans  d'autres  livres  que  ces  seg- 
înens  sont  égaux  à  quatre  fois  le  tiers  des 
triangles  (^),*  donc  le  point  x  sera  le  centre 
de  gravité  de  la  grandeur  composée  des  seg- 
mens  akb,  bat,  et  le  point  T  le  centre  de  gra^ 
vite  de  la  grandeur  composée  des  triangles 
akb  ,  Bat.  Donc  puisque  le  point  E  est  le  cen- 
tre de  gravité  du  triangle  abi^  et  le  point  x 
le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée 
des  segmens  akb,  bat,  il  est  évident  que  le 
centre  de  gravité  du  segment  entier  abf  est 
dans  la  droite  XE,  partagée  de  manière  que  la 
partie  dont  l'extrémité  est  le  point  x  soit  à 
la  plus  petite  partie  comme  le  triangle  abf 
esta  la  somme  des  segmens  akb  ,  bai  (i,  8). 
Mais  le  centre  de  gravité  du  pentagone  akb  ai 
est  dans  la  droite  ET,  partagée  de  manière 
que  la  partie  dont  l'extrémité  est  le  point  T  , 
soit  à  l'autre  partie  comme  le  triangle  abf 
est  à  la  somme  des  triangles  akb  ,  bat.  Donc 
puisque  la  raison  du  triangle  abf  à  la  somme 
des  triangles  kab  ,  abf  est  plus  grande  que  la 
raison  du  triangle  abf  à  la  somme  des  seg- 
mens akb,  baf  {o)^  il  est  évident  que  le  centre 
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de  gravité  du  segment  ABr  est  plus  près  du 
sommet  b  que  le  centre  de  gravité  de  la 
figure  rectiligne  inscrite.  On  pourra  faire  le 
même  raisonnement  pour  toutes  les  figures 
rectilignes  régulièrement  inscrites. 

PROPOSITION    VI. 


Un  segment  compris  par  une  droite  et  par 
une  parabole  étant  donné  ^  on  peut  lui  in- 
scrire régulièrement  une  figure  rectiligne, 
de  manière  que  la  droite  qui  est  entre  le 
centre  de  gravité  du  segment  et  celui  de  la 
figure  rectiligne  soit  plus  petite  que  toute 
droite  proposée. 

Soit  donné  le  segment  abi  tel  que  celui 


A  A  r 

dont  nous  venons  de  parler  ;  que  son  centre 
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de  gravité  soit  le  point  0.  Inscrivons-lui  ré- 
gulièrement le  triangle  abp,  et  que  z  soit  la 
droite  proposée.  Que  le  triangle  abi  soit  à  la 
surface  K  comme  B0  est  à  z.  Inscrivons  régu- 
lièrement dans  le  segment  abf  la  figure  rec- 
tiligne  akbat^  de  manière  que  la  somme  des 
segmens  restans  soit  plus  petite  que  la  sur- 
face K.  Que  le  point  e  soit  le  centre  de  gravité 
de  la  figure  rectiligne  inscrite.  Je  dis  que  la 
droite  ge  est  plus  petite  que  la  droite  Z. 

Car  si  la  droite  0E  n^est  pas  plus  petite  que 
la  droite  z  ^  elle  lui  est  égale  ou  plus  grande. 
Mais  puisque  la  raison  de  la  figure  rectiligne 
AKBAi  à  la  somme  des  segmens  restans  est 
plus  grande  que  la  raison  du  triangle  ABr  à 
la  surface  K  (a),  c^est-à-dire  que  la  raison 
de  la  droite  0B  à  la  droite  z  ,  et  que  la  raison 
0B  à  z  n^est  pas  moindre  que  la  raison  de  0B  à 
GE;  parce  que  ©E  n^est  pas  plus  petit  que  z  ^ 
la  raison  de  la  figure  rectiligne  akbaf  à  la 
somme  des  segmens  restans  sera  encore  plus 
grande  que  la  raison  de  B0  à  0E.  C'est  pour- 
quoi ^  si  nous  faisons  en  sorte  que  la  figure 
rectiligne  akbai  soit  à  la  somme  des  seg- 
mens restans  comme  une  autre  droite  est  à 
la   droite   ©e,   cette  autre  droite  sera  plus 
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grande  que  la  droite  Be.  Que  öette  autre 
droite  soit  0H.  Puisque  le  point  e  est  le  centre 
de  gravité  du  segment  abf,  et  le  point  e  le 


centre  de  gravité  de  la  figure  rectiligne  akb  ai, 
si  Ton  prolonge  la  droite  E0  et  si  Ton  prend 
une  certaine  partie  de  son  prolongement 
qui  soit  à  0E  comme  la  figure  rectiligne 
AKBAT  est  à  la  somme  des  segmens  restans^ 
cette  partie  du  prolongement  sera  plus 
grande  que  eB.  Que  H0  soit  donc  à  0E 
comme,  la  figure  rectiligne  akbaf  est  aux  seg- 
mens restans;  le  point  H  sera  le  centre  de 
gravité  de  la  grandeur  composée  de  tous  les 
segmens  restans.  Ce  qui  ne  peut  être  ;  car  si 
Ton  conduit  ])ar  le  point  H  une  droite  pa- 
rallèle à  Br,  les  segmens  lestans  seront  du 
même   coté   que    le  segment  entier.  Il  est 
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donc  évident  que  la  droite  eE  est  moindre 
que  la  droite  1;  ce  qu'ail  falloit  démon- 
trer (f  ). 

PROPOSITION    VIL 

Les  centres  de  gravité  de  deux  segmens 
semblables  compris  par  une  droite  et  par 
une  parabole^  coupent  leurs  diamètres  dans 
la  même  raison. 

Soient  les  deux  segmens  abp^  ezh  tels  que 
ceux  dont  nous  venons  de  parler.  Que  ea  , 
ze  soient  leurs  diamètres;  que  le  point  k 
soit  le  centre  de  gravité  du  segment  abf  ^  et 
le  point  A  le  centre  de  gravité  du  segment 
EZH.  Il  faut  démontrer  que  les  points  K  ^  a 
coupent  les  diamètres  en  parties  proportion- 
nelles. 

Car  si  cela  n'est  point  ^  que  zm  soit  à  0m 
comme  kb  est  à  ka.  Inscrivons  régulièrement 
dans  le  segment  ezh  une  figure  rectiligne, 
de  manière  que  la  droite  qui  est  entre  le 
centre  de  gravité  du  segment  et  le  centre  de 
gravité  de  la  figure  rectiligne  soit  plus  petite 
que  AM.  Que  le  point  H  soit  le  centre  de  gra- 
vité de  la  figure  inscrite.  Inscrivons  dans  le 
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segment  abp  une  figure  rectiligne  semblable 
à  celle  qui  est  inscrite  dans  le  segment  ezh^ 


A  Ji.  r 

c^est-à-dire  régulièrement  (a).  Le  centre  de 
gravité  de  cette  dernière  figure  sera  plus  près 
du  sommet  que  le  centre  de  gravité  du  seg- 
ment (2,  5).  Ce  qui  ne  peut  être.  Il  est  donc 
évident  que  bk  est  à  ka  comme  za  est  à  Ae. 
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PROPOSITION    VIIL 

liC  centre  de  gravité  d'un  segment  com- 
pris par  une  droite  et  par  une  parabole  par- 
tage le  diamètre,  de  manière  que  la  partie 
qui  est  vers  le  sommet  est  égale  à  trois  fois  la 
m.oitié  de  la  partie  qui  est  vers  la  base. 

Soit  un  segment  abi  tel  que  celui  dont 


nous  venons  de  parler.  Que  ba  soit  son  dia- 
mètre, et  le  point  e  son  centrede  gravité. 
Il  faut  démontrer  que  la  droite  B©  est  égale 
aux  trois  moitiés  de  la  droite  eA. 

Inscrivons  régulièrement  dans  le  segment 
ABF  le  triangle  abf  dont  le  centre  de  gravité 
soit  le  point  e.  Partageons  chacune  des  droi- 
tes AB ,  BP  en  deux  parties  égales  aux  points 
T  o  M  E  1 1.  11 
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z  5  H  5  et  conduisons  les  droites  Kl,  HA  paral- 
lèles à  BA  :  ces  droites  seront  les  diamèti-es  des 
segniens  akb  ^  bai.  ^ 

Que  le  point  m  soit  le  centre  de  gravité 


du  segment  akb  ,  et  le  point  N  le  centre  de 
gravité  du  segment  bai.  Menons  les  droites 
2H  y  MN  y  KA.  Le  point  x  sera  le  centre  de 
gravité  de  la  grandeur  composée  de  ces  deux 
segmens.  Puisque  b©  est  à  0A  comme  km  est 
à  MI.  (a),  par  addition  et  par  permutation, 
la  droite  BA  sera  à  la  droite  KZ  comme  0A  est 
à  MZ.  Mais  la  droite  BA  est  quadruple  de  KZ , 
ainsi  qu'on  le  démontrera  à  la  fin  ,  à  Fen- 
droit  où  est  la  lettre  0  (S).  Donc  la  droite 
A0  est  quadruple  de  la  droite  MZ.  Donc  la 
droite  restante  B0  est  aussi  quadruple  de  la 
droite  restante  km,  c'^st-à-dire  de  la  droite 
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SX.  Donc  la  somme  des  droites  restantes  bs, 
X0  est  triple  de  la  droite  ix  (;)),  Que  bs  soit 
triple  de  is;  la  droite  xe  sera  triple  de  HX. 
Puisque  BA  est  quadruple  de  es  ,  car  cela  se 
démontre^  et  que   BS    est   triple  de  2:^,  la 
droite  hb  sera  le  tiers  de  BA.  Mais  ea  est  le 
tiers    de    ab  ,  parce   que  le  point  e    est    le 
centre  de  gravité  du  triangle  abf.    Donc  la 
droite  restante   he  est  le    tiers  de  la  droite 
BA.  Puisque  le  point  0  est  le  centre  de  gra- 
vité du  segQient  entier,  que  le  point  x  est 
le   centre  de  gravité  de  la  grandeur  com- 
posée des  deux  segmens  akb  ,  baf  ,  et  qu^en- 
fin  le  point  E   est  le  centre  de   gravité   du 
triangle  abe  ,  le  triangle  abi  sera  à  la  somme 
des  segmens  restans  comme  xe  est  à  0E  (1,  8). 
Mais  le  triangle  abf  est  triple  de  la  somme 
des  segmens;  parce  que  le  segment  entier  est 
égal  à  quatre  fois  le  tiers  du  triangle  abf  (cT); 
donc  X0  est  triple  de  ©E.  Mais  on  a  démon- 
tré que  X0  est  triple  de  Xa  ;  donc  se  _,  c'est- 
à-dire  AE  est  quintuple  de  E0,  car  les  droites 
HE  5  AE  sont  égales.  Donc  A0  est  sextuple  de 
0E  Mais  b A  est  triple  de  AE  (g)  ;  donc  B©   est 
égal  aux  trois  moitiés  de  0A.  Ce  qu*il  falloit 
démontrer. 
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PROPOSITION  IX. 

Si  quatre  lignes  droites  sont  continuelle- 
ment proportionnelles,  si  Ton  prend  une 
droite  qui  soit  aux  trois  cinquièmes  de  Fex- 
cès  de  la  plus  grande  sur  la  troisième, 
comme  la  plus .  petite  est  à  l'excès  de  la 
plus  grande  sur  la  plus  petite ,  et  si  Ton 
prend  une  autre  droite  qui  soit  à  Fexcès  de 
la  plus  grande  sur  la  troisième ,  comme  une 
droite  composée  du  double  de  la  plus  grande, 
du  quadruple  de  la  seconde ,  du  sextuple 
de  la  troisième ,  du  triple  de  la  quatrième  , 
est  à  une  droite  composée  du  quintuple  de 
la  plus  grande,  du  décuple  de  la  seconde, 
du  décuple  de  la  troisième  et  du  quin- 
tuple de  la  quatrième;  ces  deux  droites 
prises  ensemble  seront  les  deux  cinquièmes 
de  la  plus  grande  (a). 

Soient  ab  ,  Br ,  BA  ,  be  quatre  droites  pro- 
portionnelles. Que  la  droite  zh  soit  aux  trois 
cinquièmes  de  la  droite  AA  comme  bh  est  à 
EA ,  et  que  He  soit  à  a  A  comme  une  droite 
composée  du  double  de  ab  ,  du  quadruple 
de  Br ,  du  sextuple  de  ba  et  du  triple  de  be^ 
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est  à  une  droite  composée  du  quintuple  de 
AB,  du  décuple  de  fb,  du  décuple  de  ba  et 
du  quintuple  de  be.  Il  faut  démontrer  que 
Z0  est  égal  aux  deux  cinquièmes  de  ab. 

I 1 ] M i 
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Puisque  les  droites  ab  ,  Bl ,  b A  ,  be  sont 
proportionnelles ,  les  droites  Ar ,  rA ,  ae  se- 
ront dans  la  même  raison  (ê).  Donc  la  somme 
des  droites  ab  ,  bf  est  à  ba,  et  la  somme  des 
droites  BA,  bi,  est  à  eb  comme  aa  est  à 
AE,  et  comme  la  somme  de  tous  les  ante- 
cedens est  à  la  somme  de  tous  les  consé- 
quens.  Donc  AA  est  à  ae  comme  une  droite 
composée  du  double  de  ab,  du  triple  de  tb 
et  de  ab  est  à  une  droite  composée  du 
double  de  ba  et  de  be.  Mais^  une  droite  com- 
posée du  double  de  ab  ,  du  quadruple  de  Bf , 
du  quadruple  de  ba,  du  double  de  be,  est  à 
une  droite  composée  du  double  de  BA  et  de 
BE  comme  la  droite  aa  sera  à  une  droit© 
plus  petite  que  AE;  que  ce  soit  à  AO.  La  der- 
nière raison  sera  égale  à  la  première.  Donc 
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OA  sera  à  AA  comme  une  droite  composée  du 
double  de  ab  ,  du  quadruple  de  ib  ^  du  sex- 
tuple de  BA,  du  triple  de  bh  est  à  une  droite 
composée  du  double  de  chacune  des  droites 
AB  5  EB  j  et  du  quadruple  de  chacune  des 
droites  IB  ,  ba.  Mais  A  A  est  à  H0  comme  une 
droite  composée  du  quintuple  de  chacune 
des  droites  ab  ,  be  ,  et  du  décuple  de  cha- 
cune des  droites  IB  ,  b A ,  est  à  la  droite  com- 
posée du  double  de  ab  ,  du  quadruple  de  fb  ^ 
•  du  ti-iple  de  eb  et  du  sextuple  de  ba.  Donc 
les  raisons  étant  disposées  différemment  , 
c'est-à-dire  la  proportion  étant  troublée,  par 
raison  d'égalité,  la  droite  OA  sera  à,H0 
comme  iine  droite  composée  du  quintuple 
de  chacune  des  droites  ab,  be  et  du  décuple 
de  chacune  des  droites  IB ,  BA^,  esta  une 
droite  composée  du  double  de  chacune  des 
droites  ab  ,  be  et  du  quadruple  de  .chacune 
dçs  droites  eb  j  bà.  Mais  une  droite  compo- 
sée du  quintuple  de  chacune  des  droites,  ab, 
be,  et  du  décuple  de  chacune  des  droites 
FB  ,  ba  ,  est  à  une  droite  composée  du  dou- 
ble de  cjiacune  des  droites  AB,  be  et  du  qua- 
druple de  chacune  des  droites  eb,  ba,  comme 
cinq  est  à  deux;  donc  AO  est  à  ne  comme 
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cinq  est  à  deux.  De  plus  /  puisque  OA  est  à 
A  A  connue  eb  ,  conjointement  avec  le  double 
de  BA  est  à  une  droite  composée  du  double 
de  chacune  des  droites  ab  ,  be  et  du  quadru- 
ple de  chacune  des  droites  tb  ,  BA ,  et  que  AA 


j 
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est  à  AE  comme  une  droite  composée  du 
<louble  de  AB,  du  triple  de  tb  et  de  BA,  est  à 
une  droite  composée  de  eb  et  du  double  de 
BA.  Donc  les  raisons  étant  autrement  dispo- 
sées ,  c'est-à-dire  la  proportion  étant  trou- 
blée, par  raison  d'égalité ,  la  droite  OA  sera  à 
la  droite  AE  comme  une  droite  composée  du 
double  de  ab  ,  du  triple  de  bi  et  de  BA ,  est 
aune  droite  composée  du  double  de  chacune 
des  droites  ab  ,  be  et  du  quadruple  de  cha- 
cune des  droites  PB ,  ba.  Donc  eo  est  à  ea 
comme  une  droite  composée  de  tb,  du  triple 
de'BA  et  du  double  de  eb,  est  à  une  droite 
composée  du  double  de  chacune  des  droites 
A"B^^"  BE  et  du  quadruple  de  chacune  des 
droites  tb  ,  BA.   Mais   AE  esrt  à  eb  comme  Ar 
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est  à  TB,  et  comme  ta  est  à  AB,  et  par  addition, 
comme  le  triple  de  TA  est  au  triple  de  AB ,  et 
comme  le  double  de  AE  est  au  double  de  eb  ; 
donc  aussi  une  droite  composée  de  AT ,  du 
triple  de  rA  et  du  double  de  AE  est  à  une 
droite  composée  de  tb,  du  triple  de  ab  et 
du  double  de  EB.  Donc  les  raisons  étant  au- 
trement disposées,  c'est-à-dire  la  propor- 
tion étant  ti'oublée  ,  par  raison  d'égalité  la 
droite  eo  sera  à  la  droite  eb  comme  une 
droite  composée  de  ai  ,  du  triple  de  ta  et 
du  double  de  AE  est  à  une  di  oite  composée 
du  double  de  chacune  des  droites  ab  ,  be  et 
du  quadruple  de  chacune  des  droites  tb^  ba. 
Donc  la  droite  entière  ob  est  à£B  comme  une 
droite  composée  du  triple  de  ab,  du  sextuple 
de  tb  et  du  triple  de  ba  est  à  une  droite  com- 
posée du  double  de  chacune  des  droites  ab, 
BE,  et  du  quach'uple  de  chacune  des  droite^ 
TBjBA.  Puisque  non-seulement  les  droites  EA, 
AI  5  ia  ont  la  même  raison ,  mais  encore  les 
sommes  des  droites  eb,  ba  ,  des  droites  ab  ,  tb 
et  des  droites  tb  ,  ta;  donc  une  droite  coia- 
posée  des  droites  eb  ,  ba  sera  à  une  droite 
composée  des  droites  ab  ,  Br  et  des  droites  tb  , 
ba  comme  EA  est  à  AA.  Donc,  par  addition. 
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la  droite  ae  esta  aa  comme  une  droite  com- 
posée des  droites  eb  ,  ba  ,  et  des  droites  ab  , 
BF  ,  et  des  dix)ites  ib  ,   ba  ^  c'est-à-dire  des 
droites  EB,  ba  et  du  double  de  chacune  des 
droites  AB  ,  be  est  à  une  droite  composée  de 
chacune  des  droites  ba,  ba  et  du  double  de 
BE.  Donc  Ja  raison  du  double  au  double  sera 
la  mênie  5  c'est-à-dire  qu^une  droite  com- 
posée du  double  de  chacune  des  droites  eb  , 
BA  ,  et  d«  quadruple  de  chacune  des  droites 
EB  5  BA  est  àauie  droite  composée  du  double 
de  chacune  des  droites  AB  V  bä  et:  dû  quadru- 
ple de  EB ,  comme  ea  est  à  A  A.  Donc  ea  est 
aux  trois    cinquièmes    dt3  AA   comme    une 
droite  composée  du  double  de  chacune  des 
droites  ab,  be,  du   qiiadruple  de   chacune 
des  droites  eb  ,  ba  aux  trois  cinquièmes  de 
la  droite  composée  du  double  de  chacune 
des  droites  ab,  ba,  et  du  quadruple  de  PB. 
Mais  EA   est    aux   trois   cinquièmes    de    aa 
comme  eb  est  à  zh;  dono  EB  est  à  ZH  comme 
une  droite  compos<''e  du  double  de  chacune 
des  droites  ab^  be  et  du  quadruple  de  cha- 
cune des  droites   ab  ,  be  est  aux  trois  cin- 
quièmes  de  la  droite  composée  du  double 
de  chacune  des  droites  ac  ^  ba  et   du  qua- 
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druple.  de  ib.  Mais  on  a  démontré  qu^une 
droite  composée  du  triple  de  chacune  des 
droites  ab  ,  ba  et  du  sextuple  de  rs ,  est  à 
une  droite  composée  du  double  de  chacune 
des  droites  ab  ,  be  et  du  quadruple  de  cha- 
cune des  droites  ib  ,  ba  ,  comme  OB  est  à  eb; 
donc,  par  raison  d^'égali té,  une  droite  com- 
posée du  triple  de  chacune  des  droites  ab, 
ba  et  du  sextuple  de  FB,  est;  aux  trois  cin- 
quièmes d'une  droite  composée  du  double 
de  chacune  des,  droites  ab  ,  ba,  du  qua- 
druple de  ' tb  ,  comme  ob  est  à  zh.  Mais  la 
droite  composée  du  triple  de  chacune  des 
droites  ab  ,  ba  et  du  sextuple  de  iB  ,  est  à 
un(5  droite  composée  du  double  de  chacune 
des  droites  ab  ^  ba  et  du  quadruple  de  tb 
comme  trois  est  à  deux.  Mais  la  première 
droite  est  aux  trois  cinquièmes  de  cette 
droite  comme  cinq  est  à  deux,  et  Ton  a  dé- 
montré que  AO  est  à  H0  comme  cinq  est  à 
deux.  Donc  la  droite  entière  ba  est  à  la 
droite  entière  ze  comme  cinq  est  à  deux. 
Cela  étant  ainsi ,  il  faut  que  z©  soit  les  deux 
cinquièmes  de  AB.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    X. 

-'  Lie  centre  de  gravité  d'un  segment  retran- 
ché cVune  surface  parabolique  est  dans  la 
ligne  droite  qui  est  le  diamètre  du  segment 
partagée  en  cinq  parties  égales;  et  il  est  placé 
dans  la  partie  du  milieu  ^  coupée  de  manière 
que  la  portion  qui  est  plus  près  de  la  plus 
petite  base  du  segment,  soit  à  Tautre  por- 
tion comme  un  solide  ayant   pour  base  le 
quarre  construit  sur  la  moitié  de  la  grande 
base  du  segment,  et  pour  hauteur  le  double 
de  la  plus  petite  base ,   conjointement  avec 
la  plus  grande,   est  â  un  solide  aj^ant  pour 
base  le  quarre  construit  sur  la  moitié  de  la 
plus  petite  base   du  segment  et  pour  hau- 
teur le  double  de  la  plus  grande  base  du 
segment,  conjointement  avec  la  plus  petite 
base  du  segment. 

Soient  dans  une  parabole  les  deux  droites 
Ar,  AE;  que  Bz  soit  le  diamètre  du  segment 
ABi.  Il  est  évident  qtie  hz  sera  aussi  le  dia- 
mètre du  segment  aAei,  et  que  les  droites 
AI ,  Ae  sont  parallèles  à  la  tangente  au  point 
B  (a).  Partageons  la  droite  hz  en  cinq  par- 
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ties  égales,  et  que  gk  soit  la  partie  du  mi- 
lieu. Que  01  soit  à  ik  comme  un  solide  ayant 
pour  base  le  quarre  construit  sur  az  et  pour 
hauteur  le  double  de  la  droite  ah  ,  conjoin- 
tement avec  la  droite  az,   est  à  un  solide 
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ayant  pour  base  le  quarre  construit  sur  Ah 
et  pour  hauteur  le  double  de  la  droite  az  , 
conjointement  avec  la  droite  ah.  Il  faut  dé- 
montrer que  le  point  i  est  le  centre  de  gra- 
vité du  segment  aAef. 

Que  MN  soit  égal  k  zb  ,  et  no  égal  à  hb. 
Prenons  une  droite  ns  moyenne  propor- 
tionnelle entre  MN,  No ,  et  la  droite  tn  qua- 
trième proportionnelle  à  ces  trois  droites. 
FaisoAs  en  sorte  que  tm  soit  à  tn  comme 
ze  est  à  une  droite  ip  menée  du  point  i; 
son  autre  extrémité  tombera  où  Ton  vou- 
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dra ,  car  il  est  indifférent  que  son  autre  ex- 
trémité tombe  entre  z ,  H  ou  entre  h,  b. 
Puisque  zB  est  un  diamètre  de  la  parabole, 
c'est-à-dire  ,  ou  le  premier  ou  un  diamètre 
parallèle  au  premier  (é*),  et  que  les  droites 
AZ,  AH  sont  des  ordonnées,  parce  qu'elles 
sont  parallèles  à  la  tangente  au  point  b,  le 
quarre  construit  sur  az  sera  au  quarre  con- 
struit sur  AH  comme  zb  est  à  bh  ,  c'est-à- 
dire  comme  mn  est  à  no.  Mais  mn  est  à  no 
comme  le  quarre  construit  sur  mn  est  au 
quarre  construit  sur  nh  ;  donc  le  quarre 
construit  sur  az  est  au  quarre  construit  sur 
AH  comme  le  quarre  construit  sur  mn  est 
au  quarre  construit  sur  nh.  Donc  az  est  à 
AH  comme  mn  est  à  ns.  Donc  le  cube  con- 
struit sur  AZ  est  au  cube  construit  sur  ah 
comme  le  cube  construit  sur  mn  est  au  cube 
construit  sur  ns.  Mais  le  cube  construit  sur 
AZ  est  au  cube  construit  sur  ah  comme  le 
segment  bai  est  au  segment  abe;  et  le  cube 
construit  sur  mn  est  au  cube  construit  sur 
NS  comme  mn  est  à  NT.  Donc ,  par  soustrac- 
tion ,  le  segment  aafe  est  au  segment  abe 
comme  mt  est  à  tn  ,  c'est-à-dire  comme  les 
trois  cinquièmes  de  hz  est  à   ip.  Puisqu'un 
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solide  qui  a  pour  base  le  quarre  construit 
sur  AZ  et  pour  hauteur  le  double  de  ah, 
conjointement  avec  la  droite  az  ,  est  au 
cube  construit  sur  az  comme  le  double  de 
la  dxoite  ah,  conjointement  avec  la  droite 


AZ  est  à  ZA,  et  par  conséquent  comme  le 
double  de  ns  ,  conjointement  avec  mn  est  à 
NM.  Donc  le  cube  construit  sur  az  est  au 
cube  construit  sur  Aii  comme  mn  est  à  nt. 
Mais  le  cube  construit  sur  Ah  est  à  un  so- 
lide ayant  pour  base  le  quarre  construit  sur 
Ah  et  pour  hauteur  le  double  de  la  droite 
AZ,  conjointement  avec  la  droite  ah  comme 
Ah  est  au  double  de  la  droite  Az,  conjoin- 
tement avec  la  droite  ah,  et  comme  la  droite 
TN  est  au  double  de  la  droite  on,  conjointe- 
ment avec  la  droite  tn.  On  a  donc  quatre 
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quantités  ^  savoir  :  le  solide  qui  a  pour  base 
le  quarre  construit  sur  az  et  pour  hauteur 
le  double  de  la  droite  AH,  conjointement 
avec  la  droite  az;  le  cube  construit  sur  az; 
le  cube  construit  sur  ah,  et  le  solide  qui  a 
pour  base  le  quarre  de  ah  et  pour  hauteur 
le  double  delà  droite  az,  conjointement  aveô 
la  droite  ah;  et   ces  quatre  quantités  sont 
proportionnelles  deux  à  deux  à  quatre  quan- 
tités, savoir  :  au  double  de  la  droite  nh,  coii- 
jointement  avec  la  droite  km,  à  la   droite 
MN,  à  la  droite  nt,   et  enfin  au  double  de 
la  droite  no  ,  conjointement  avec  la  droite 
NT.  Donc  par  raison  d^égalité ,  le  solide  qui  a 
pour  base  le  quarre  construit  sur  az  et  pour 
hauteur  le<louble  de  la  droite  ah,  conjoin- 
tement avec  la  droite  az  est  au  solide  qui  a 
pour    base    le  quarre  construit   sur  AH    et 
pour  hauteur  le   double    de   la  droite  az  , 
conjointement    avec  la  droite  ah  ,  comme 
le  double   de  la   droite  ns,  conjointement 
avec  la  droite  nm  est  le  double  de  la  droite 
NO  ,  conjointement  avec  la  droite  nt.   Mais 
le  premier  solide  dont  nous  venons  de  par- 
ler est  au  second  solide   dont  nous  venons 
aussi  de  parler,  comme  ei  est  à  ik;  donc 
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©I  est  à  iK  comme  la  première  droite  com- 
posée   est    à    la    seconde   droite   composée. 
Donc ,  par  addition  et  en  quintuplant  les 
antecedens  ^  la  droite  zii  sera  à  la  droite  ik 
comme  une  droite  composée  du  quintuple 
de  chacune  des  droites  mn  ,  kt  ,  et  la  dé- 
cuple de  chacune  des  droites  ns  ,   no  est  au 
double  de  la  droite  on,  conjointement  avec 
la  droite  nt.  Mais  zh  est  aux  deux  cinquiè- 
mes de  ZK  comme  une  droite  composée  du 
quintuple  de  chacune  des  droites  mn,  nt,  du 
décuple  de  chacune  des  droites  en  ,  no  est  à 
une  droite  composée  du  double  de  chacune 
des  droites  mn,  nt  et  du  quadruple  de  cha- 
cune des  droites  HN ,  no.   Donc  une  droite 
composée  du  quintuple  de  chacune  des  droi- 
tes MN ,  NT   et  du  décuple  de  chacune  des 
droites  hn  ,   no  sera  à  une  droite  composée 
du  double  de  mn  ,  du  quadruple  de  ns,  du 
sextuple  de  on  et  du  triple  de  nt,  comme  zh 
est  à  zi.  Donc  puisque  les  quatre  droites  mn, 
NS ,  ON ,  NT  sont  continuellement  propor- 
tionnelles ,  la  droite  nt  est  à  tm  comme  la 
droite  pi  qui  a  été  prise  est  aux  trois  cin- 
quièmes de  ZH,  c^est-à-dire  à  mo.  Mais  une 
droite  composée  du  double  de  nm,  du  qua- 
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druple  de  ns  ^  du  sextuple  de  no  et  du  triple 
de  NT  est  à  une  droite  composée  du  quin- 
tuple de  chacune  des  droites  mn  ,  nt  ,  du 
décuple  de  chacune  des  droites  sn,  no, 
comme  Fautre  droite  iz  qui  a  été  prise  est 


O  T 


à  ZH,  c'est-à-dire  à  mo.  Donc  la  droite  pz, 
d'après  ce  que  nous  avons  démontré  plus 
haut,  sera  les  deux  cinquièmes  de  mn,  c'est- 
à-dire  de  ZB.  Donc  le  point  p  est  le  centre 
de  gravité  du  segment  abf.  Que  le  point  x 
soit  Je  centre  de  gravité  du  segment  Abe;  le 
centre  de  gravité  du  segment  aaei  sera  dans 
une  droite  placée  dans  la  direction  de  xp, 
qui  sera  à  la  droite  xp  comme  le  segment 
AAEF  est  au  segment  restant  (  i  ,  8  ).  Mais 
le  point  I  est  ce  centre  de  gravité ,  car  bp  est 
égal  aux  trois  cinquièmes  de  zb  et  bx  aux 
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trois  cinqiiièmes  de  hb  ;  donc  la  droite  xp  est 
égale  aux  trois  cinquièmes  de  la  droite  res- 
tante HZ.  Mais  le  segment  aaef  est  au  seg- 
ment ABE  comme  mt  est  à  nt  ,  et  mt  est  à 
NT  comme  les  trois  cinquièmes  de  hz  ,  qui 
est  XP  ,  est  à  pi.  Donc  le  segment  aaef  est 
au  segment  abe  comme  xp  est  à  pi.  IVIais  le 
point  p  est  le  centre  de  gravité  du  segment 
total  y  et  le  point  x  le  centre  de  gravité  du 
segment  abe.  Il  est  donc  évident  que  le  point 
I  est  le  centre  de  gravité  du  segment  aaef. 


FIN    DE    L'EQUILIBRE    DES    PLANS. 
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DE   LA   QUADRATURE 


DE  LA  PARABOLE. 


A.RCHIMÈDE    A    DoSITHEE,    SaLUT. 


Lorsque    j'eus   appris    que  Conon ,  le 
seul  de  mes  amis  qui  me  restoit  encore,  étoit 
mort  ;  que  tu  étois  étroitement  lié  d'amitié 
avec  lui,  et  très-versé  dans  la  géométrie;  je 
fus  grandement  affligé  de  la  mort  d'un  homme 
qui   étoit  mon    ami    et   qui  avoit   dans  les 
sciences  mathématiques  une  sagacité  tout-à- 
fait  admirable  ;  et   je  pris  la  résolution   de 
t' envoyer,  comme  je  l'aurois  fait  à  lui-même, 
un  théorème  de  géométrie ,  dont  personne 
ne  s'étoit    encore    occupé    et   qu'enfin    j'ai 
voulu    examiner.    J'ai    découvert    ce  théo- 
rème ,  d'abord  par  des  considérations  de  mé- 
canique, et   ensuite  par  des  raisonnemens 
géométriques.  Parmi  ceux  qui  ont  cultivé  la 
géométrie  avant  nous,  quelques-uns  ont  eu- 
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trepris  de  faire  voir  comment  il  seroit  pos- 
sible de  trouver  une  surface  rectiligne  égale 
à  un  cercle  ou  à  un  segment  de  cercle.  Ils 
ont  ensuite  essayé  de  quarrer  la  surface  com- 
prise par  la  section  d^un  cône  entier  et  par 
une  droite;  mais  en  admettant  des  lemmes 
difficiles  à  accorder  (a).  Aussi  ont-ils  été  re- 
pris par  plusieurs  personnes  comme  n'ayant 
point  atteint  leur  but.  Mais  je  ne  sache  pas 
qu'il  se  soit   encore  trouvé  une  seule  per- 
sonne qui  ait  cherché  à  quarrer  la  surface 
comprise  sous  une  droite  et  une  parabole. 
Ce  que  nous  avons  certainement  fait  aujour- 
d'hui; car  nous  démontrons  qu'un  segment 
quelconque  compris  par  une  droite  et  par 
une  parabole  est  égal  à  quatre  fois  le  tiers  du 
triangle  qui  a  la  même  base  et  la  même  hau- 
teur que  le  segment  ((?).  Pour  démontrer  ce 
théorème ,    nous   nous  sommes    servis    du 
lemme  suivant  :  Si  deux  surfaces  sont  inéga- 
les, ce  dont  la  plus  grande  surpasse  la  plus 
petite  étant  ajouté  à  lui-même  un  certain 
nombre  de  fois ,  il  peut  arriver  que  ce  reste 
ainsi  ajouté  à  lui-même  surpasse  une  Surface 
proposée  et  limitée.  Les  géomètres  qui  ont 
vécu  avant  nous,  ont  aussi  fait  usage  de  ce 
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lemme  pour  démontrer  que  les  cercles  sont 
entre  eux  en  raison  doublée  de  leurs  diamè- 
tres ,  et  les  sphères  en  raison  triplée  ;  qu\uie 
pyramide  est  le  tiers  d^un  prisme  qui  a  la 
même  base  et  la  même  hauteur  que  cette 
pyramide  ,  et  qu^un  cône  est  le  tiers  d^uu 
cylindj'e  qui  a  la  même  base  et  la  même  hau- 
teur que  ce  cône.  Or,  les  théorèmes  démon- 
trés de  cette  manière  n^ont  pas  paru  moins 
évidens   que   ceux    qui  ont   été  démontrés 
autrement.   Ceux   que   je  viens  de  publier 
ont  donc  le  même  degré  d^évidence.  Comme 
j'ai  écrit  les  démonstrations  de  ce  théorème, 
je  te  les  envoie.  Tu  verras  comment  il  a 
été  résolu  d'abord  par  des  considérations  de 
mécanique ,  et  ensuite  par  des  raisonnemens 
géométriques.  Nous  mettrons  en  tête  de  ce 
traité  les  élémens  des  sections  coniques  qui 
sont  nécessaires  pour  démontrer  ce  théo- 
rème. Porte-toi  bien. 


l82 


DE    LA    QUADRATURE 


PROPOSITION    I. 


Soit  ABr  une  parabole  ;  que  BA  soit  une 
droite  parallèle  au  diamètre,  ou  le  diamètre 
lui-même  ;  que  la  droite  AAr  soit  parallèle  à 


la  tangente  au  point  b.  Les  droites  AA,  Ai 
seront  égales  entre  elles  ;  et  si  la  droite  AA 
est  égale  à  la  droite  Ar ,  la  droite  Ar  sera  pa- 
rallèle à  la  tangente  au  point  b  (a). 
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PROPOSITION    IL 


Si  ABr  est  une  parabole  ;  si  la  droite  ba 
est  une  droite  parallèle  au  diamètre ,  ou  le 
diamètre  lui-même;  si  la  droite  A  Ar  est  pa- 


rallèle à  la  droite  qui  touche  la  parabole 
au  point  b  ,  et  si  la  droite  te  touche  la  para- 
bole au  point  r,  les  droites  ab^  be  seront 
égales  entre  elles  (a). 
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PROPOSITION   IIL 


Si  ABî  est  une  parabole;  et  si  bA  est  une 
parallèle  au  diamètre  ou  le  diamètre  lui- 


B 


même ,  et  si  Ton  conduit  certaines  droites 
AA ,  El  parallèles  à  la  tangente  au  point  B , 
les  quarrés  des  droites  AA,  ez  seront  entre 
eux  comme  les  droites  AA,  bz. 

Cela  est  démontré  dans  les  élémens  des 
sections  coniques  (a), 

PROPOSITION    IV. 


Soit  ABr  un  segment  compris  par  une 
droite  et  par  une  parabole.  Du  milieu  de  Ar 
conduisons  une  droite  BA  qui  soit  une  pa- 
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rallèle  au  diamètre  ,  ou  le  diamètre  lui- 
même  ,  menons  la  droite  bi  et  prolongeons- 
la.  Si  nous  conduisons  une  autre  droite  ze 


qui  soit  parallèle  à  ba  ,  et  qui  coupe  les  deux 
droites  af  et  tb  ,  la  droite  ze  sera  à  la  droite 
©H  comme  aa  est  à  az. 

Par  le  point  h  conduisons  kh  parallèle  à  af. 
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Le  quarre  de  Ar  sera  au  quarre  de  kh  comme 
BA  est  à  BK.  Ce  qui  est  démontré.  Donc  le 
quarre  de  AT  est  au  quarre  de  AZ  comme  bf 
est  à  Bi  ;  car  les  droites  AZ ,  kh  sont  égales. 
Donc  le  quarre  de  bi  est  au  quarre  de  B0 
comme  bf  est  à  bi.  Donc  les  droites  Br ,  b0  , 
Bi  sont  proportionnelles  (a).  Donc  bf  est  à 
B0  comme  F©  est  à  01  (ë).  Donc  ez  est  à  0H 
comme  fa  est  à  AZ.  Mais  aa  est  égal  à  AF; 
il  est  donc  évident  que  aa  est  à  AZ  comme 
Z0  est  à  0H. 

PROPOSITION    V. 

Soit  ABF  un  segment  compris  par  une  droite 
et  par  une  parabole.  Du  point  A  conduisons 
la  droite  za  parallèle  au  diamètre ,  et  du 
point  F  la  droite  fz  qui  touche  la  parabole  au 
point  F.  Si  dans  le  triangle  zaf^  on  conduit 
une  droite  parallèle  à  az  ,  la  droite  ka  qui 
coupe  la  parabole  et  la  droite  af  qui  va  d^un 
point  de  la  parabole  à  un  autre,  seront  cou- 
pées dans  la  même  raison,  et  la  partie  de  la 
droite  af  qui  est  du  côté  du  point  A  ,  et  la 
partie  de  droite  ka  qui  est  du  côté  du  même 
point  seront  des  termes  correspondans  de  la 
proportion. 
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Conduisons  une  droite  quelconque  ae  pa- 
rallèle à  kl.  Que  d'abord  cette  droite  coupe 
en  deux  parties  égales  la  droite  ai.  Puisque 


A  K  A 
ABr  est  une  parabole,  qu'on  a  conduit  la 
droite  ra  parallèle  au  diamètre,  et  que  aa 
est  égal  à  AF ,  la  droite  ai  sera  parallèle  à  la 
droite  qui  touche  la  parabole  au  point  b.  De 
plus,  puisque  AE  est  parallèle  à  l'axe,  que 
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du  point  r  on  a  mené  la  droite  rE  tangente 
à  la  parabole  au  point  r ,  et  que  Ar  est  paral- 
lèle à  la  tangente  au  point  B,  la  droite  eb 


sera  égale  à  ba  (.)•  Donc  aa  est  a  AT  comme 
^B  est  à  BE.  On  a  donc  démontré  ce  qm  etoit 
proposé  ,  lorsque  la  droite  qui  a  été  menée 
partage  At  en  deux  parties  égales. 

Supposons  que  cette  droite  ne  partage  pas 


D  E    L  A    P  A  R  A  B  O  L  E.  1  89 

la  droite  Ar  en  deux  parties  égales.  Condui- 
sons une  droite  ka  parallèle  à  az.  Il  faut  dé- 
montrer que  AK   est  à  kf   comme  Ke  est  à 
0A.  Car  puisque  la  droite  be  est  égale  à  ba, 
et  que  la  droite  ia  est  aussi  égale  à  la  droite 
Kl  ^  la  droite  ka  sera  à  la  droite  ki  comme 
ai  est  à  A  a.  Mais  ki  est  à  gk  comme  aa  est  à 
AK.  Ce  qui  est  démontré  dans  la  proposition 
précédente  ;  donc  K0  est  à  ka  comme  ak  est 
à  AT  (a).  Donc  K0  est  à  0a  comme  ak  est  à 
kf.  Donc  la  proposition  est  démontrée. 

PROPOSITION    VI. 


Supposons  que  les  clioses  que  nous  nous 
proposons  d^examiner  soient  placées  devant 
les  yeux  dans  nn  plan  perpendiculaire  sur 
riiorizon  et  passant  par  la  droite  ab  ;  que  ce 
A  PET 


qui  est  du  côté  du  point  A  soit  au  bas,  et  que 
ce  qui  est  placé  de  Tauti^e  côté  soit  en  haut. 
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Que  le  triangle  bai  soit  rectangle,  ayant 
Tangle  droit  en  b  ,  et  que  le  côté  Br  soit  égal 
à  la  moitié  d'un  fléau  d'une  balance,  c'est-à- 
dire  que  AB  soit  égal  à  Br.  Que  ce  triangle 


I 

L 

?.         E 

r 

/ 

7i 

soit  suspendu  aux  points  b,  r.  Que  la  surface 
2  soit  suspendue  à  l'autre  extrémité  de  la  ba- 
lance ,  c'est-à-dire  au  point  A  ,  de  manière 
que  la  surface  z  suspendue  au  point  A  soit 
en  équilibre  avec  le  triangle  BAr  ainsi  placé. 
Te  dis  que  la  surface  z  est  la  troisième  partie 
du  triangle  abf. 

Car  puisqu'on  suppose  que  la  balance  est 
en  équilibre,  la  droite  Ar  sera  parallèle  à  l'ho- 
rizon ,  et  les  droites  qui  sont  perpendicu- 
laires sur  Ar,  dans  le  plan  perpendiculaire  sur 
l'horizon ,  seront  elles-mêmes  perpendicu- 
laires sur  l'horizon.  Coupons  la  droite  Er  au 
point  E,  de  manière  que  te  soit  double  de  la 
droite  eb;  conduisons  ke  parallèle  à  ba,  et 
partageons  cette  droite  en  deux  parties  égales 
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au  point  0.  Le  point  0  sera  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  BAr;  ce  qui  est  démontré 
dans  les  niécaniques.  Donc  si  le  triangle  qui 
est  suspendu  aux  points  b  ^  r  en  est  détaché, 
et  si  son  centre  de  gravité  est  suspendu  au 
point  E,  il  restera  dans  sa  position  actuelle, 
car  une  chose  qui  est  suspendue  demeure  en 
repos  lorsque  le  point  de  suspension  et  le 
centre  de  gravité  sont  dans  la  même  verti- 
cale. Ce  qui  est  aussi  démontré.  Donc  ,  puis- 
que la  position  du  triangle  bfa  ,  par  rapport 
à  la  balance ,  est  la  même  qu'auparavant , 
la  surface  z  lui  fera  pareillement  équilibre; 
et  puisque  la  surface  z  et  le  triangle  bai  sont 
^n  équilibre ,  Fun  étant  suspendu  au  point  a 
et  l'autre  étant  suspendu  au  point  e  ,  il  est 
constant  que  les  longueurs  sont  réciproque- 
ment proportionnelles  à  ces  surfaces,  c'est- 
à-dire  que  la  longueur  ab  est  à  la  longueur 
BE  comme  le  triangle  BAr  est  à  la  surface  z. 
Mais  la  longueur  ab  est  triple  de  la  lon- 
gueur BE  ;  donc  le  triangle  BAr  est  aussi 
triple  de  la  surface  z. 

Il  est  encoi*e  évident  que  si  le  triangle  étoit 
triple  de  la  surface  z ,  ces  deux  surfaces  se- 
roient  pareillement  en  équilibre. 
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PROPOSITION  VIL 

Que  la  droite  Ar  soit  une  balance ,  dont  le 
milieu  soit  le  point  b.  Que  le  triangle  TAH  soit 
suspendu  par  rapport  au  point  b.  Que  le 
triangle  TAH  soit  obtus  -  angle  ,  ayant  pour 
base  la  droite  ah,  et  pour  hauteur  une  droite 
égale  à  la  moitié  de  la  balance.  Suspendons 

^  B  r 


le  triangle  afh  aux  points  b,  r.  Que  la  sur- 
face z  suspendue  au  point  A  soit  en  équi- 
libre avec  le  triangle  tah  ainsi  placé.  On  dé* 
montrera  pareillement  que  la  surface  Z  est 
la  troisième  partie  du  triangle  tah. 

Suspendons  au  point  a  une  autre  surface 
qui  soit  la  troisième  partie  du  triangle  bfh. 
Le  triangle  bfa  sera  certainement  en  équi- 
libre avec  la  surface  za.  Donc  puisque  le 
triangle  bfh  est  en  équilibre  avec  la  surface 
a  ,  que  le  triangle  bia  est  en  équilibre  avec 
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2a  surface  za  ,  et  que  la  surface  za  est  le 
tiers  du  triangle  BFA ,  il  est  constant  que  le 
triangle  TAH  est  triple  de  la  surface  z. 

PROPOSITION    VIII. 


Que  la  droite  AT  soit  une  balance,  dont 
le  milieu  soit  le  point  b.  Suspendons ,  par 
rapport  au  point  b  ,  un  triangle  rectangle  iae, 
ayant   Tangle    droit    en   E  ;    suspendons  ce 

A  B    E    H  r 


2 


K 


triangle  aux  points  r,  e.  Suspendons  au  point 
A  une  surface  z ,  de  manière  qu^elle  soit  en 
équilibre  avec  le  triangle  fae  ainsi  placé.  Que 
le  triangle  fae  soit  à  la  surface  k  comme  ab 
est  à  BE.  Je  dis  que  la  surface  z  est  plus  petite 
que  le  triangle  iae  et  plus  grande  que  la 
surface  k. 

Car  prenons  le  centre  de  gravité  du  trian- 
gle AET;  que  son  centre  de  gravité  soit  le  point 

TOME   II.  i3 
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e.  Conduisons  0H  parallèle  à  ae.  Puisque  le 
triangle  rAE  est  en  équilibre  avec  la  surface 
z  y  le  triangle  rAE  sera  à  la  surface  z  comme 


B     E    H 


Z 


K 


AB  est  à  BH.  Donc  la  surface  z  est  plus  petite 
que  le  triangle  rAE.  Mais  le  triangle  rAE  est 
à  la  surface  z  comme  ba  est  à  bh,  et  ce  même 
triangle  est  à  la  surface  K  comme  ba  est  à  be  ; 
il  est  donc  évident  que  la  raison  du  triangle 
rAE  à  la  surface  x  est  plus  grande  que  la 
raison  de  ce  même  triangle  à  la  surface  z. 
Donc  la  surface  z  est  plus  grande  que  la  sur- 
face K. 

PROPOSITION  IX. 


Soit  ai  une  balance  dont  le  milieu  soit 
le  point  B.  Que  fak  soit  un  triangle  obtus 
angle  ayant  pour  base  la  droite  AK  et  pour 
hauteur  la  droite  Er.  Que  ce  triangle  soit  sus- 
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pendu  aux  points  r ,  e  de  la  balance;  et  que 
la  surface  z  soit  suspendue  au  point  A  ^  de 
manière    qu^elle   soit   en  équilibre   avec  le 


triangle  aik  ainsi  placé.  Que  le  triangle  îak 
soit  à  la  surface  a  comme  ab  est  à  be.  Je  dis 
que  la  surface  z  est  plus  grande  que  la  sur- 
face A  et  plus  petite  que  le  triangle  atk. 

On   démontrera   cette  proposition   de  la 
même  manière  que  la  précédente. 

PROPOSITION    X. 


Soit  la  balance  ABr  dont  le  milieu  soit  le 
point  B;  soit  aussi  le  trapèze  bahk,  ayant  des 
angles  droits  en  b  ^  h  et  le  côté  ka  dirigé  vers 
le  point  r.  Que  ba  soit  à  bh  comino  le  trapèze 
BAKH  est  à  la  surface  a.  Que  le  trapèze  bahk 
soit  suspendu  aux  points  B ,  H  de  la  balance. 
Qu^une  surface  z  soit  suspendue  au  point  a  ^ 
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de  manière  qu'elle  soit  en  équilibre  avec  le 
trapèze  abkh  ainsi  placé.  Je  dis  que  la  sur- 
face z  est  plus  petite  que  la  surface  a. 


Coupons  AI  au  point  e  ,  de  manière  que 
£H  soit  à  BE   comme  le  double  de  AB,  con- 
jointement   avec  KH  est  au  double  de  kh  y 
conjointement  avec  ba.  Conduisons  par  le 
point  E  la  droite  EN  parallèle  à  ba,  et  par- 
tageons cette  droite  en  deux  parties  égales  au 
point  0.  Le  centre  de    gravité  du  trapèze 
BAHK  sera  le  point  0.   Car  cela  a  été  dans 
les  mécaniques  [et).  Que  le  trapèze  bahk  soit 
suspendu  au  point  e,  et  qu'il  soit  détaché 
des  points  b  ,  H,  par  la  même  raison  que  nous 
avons  dit  plus  haut ,  le  trapèze  ainsi  placé  res- 
tera en  repos  et  sera  en  équilibre  avec  la  sur- 
face z  (ê).  Donc  puisque  le  trapèze  bahk  sus- 
pendu au  point  e  est  en  équilibre  avec  la  sur- 
face z  suspendue  au  point  a  ,  le  trapèze  bahk 
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sera  à  la  surface  z  comme  la  droite  ba  est 
à  la  droite  be.  Donc  la  raison  du  trapèze 
BAAK  à  la  surface  z  est  plus  grande  que  la  rai- 
son de  ce  trapèze  à  la  surface  a  ,  puisque 
la  raison  de  ab  à  be  est  plus  grande  que  la 
raison  de  ab  aBH.  Donc  la  surface  z  sera  plus 
petite  que  la  surface  a. 

PROPOSITION    XL 


Soit  AT  une  balance ,  dont  le  milieu  soit 
le  point  B.  Soit  le  trapèze  katp  ,  ayant  ses 
côtés  KA ,  TP  dirigés  vers  le  point  r ,  et  les 
côtés  Ap  ,  KT  perpendiculaires  sur  bf.  Que 


B 


A 

a 

Z 

AP  tombe  sur  le  point  b.  Que  le  trapèze  aktp 
soit  à  la  surface  a  comme  ab  est  à  bh.  Que 
le  trapèze  aktp  soit  suspendu  aux  points  b^ 
H  de  la  balance,  et  la  surface  z  au  point  a,  de 
manière  que  la  surface  z  soit  en  équilibre 
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avec  le  trapèze  aktp  ainsi  placé.  On  démon- 
trera ^  comme  on  Ta  fait  plus  haut ,  que  la 
surface  z  est  plus  petite  que  la  surface  a. 

PROPOSITION    XIL 


Soit  une  balance  Ar ,  dont  le  milieu  soit 
le  point  B.  Soit  le  trapèze  aekh  ayant  des  an- 
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gles  droits  en  E,  h  et  les  côtés  ka,  eh  dirigés 
vers  le  point  r.  Que  le  trapèze  akeh  soit  à 
la  surface  m  comme  ab  est  à  bh,  et  que  le 
trapèze  akeh  soit  à  la  surface  a  comme  ab  est 
à  BE.  Que  le  trapèze  akeh  soit  suspendu  aux 
points  E,  h  de  la  balance;  et  que  la  surface 
z  soit  suspendue  au  point  a,  de  manière 
qu^elIe  soit  en  équilibre  avec  le  trapèze  ainsi 
placé.  Je  dis  que  la  surface  z  est  plus  grande 
que  Ja  surface  A^  et  plus  petite  que  la  sur- 
face M. 
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Prenons  le  centre  de  gravité  du  trapèze 
AKEH ,  et  que  son  centre  de  gravité  soit  le 
point  0.  Nous  prendrons  son  centre  de  gra- 
vité comme  nous  Tavons  fait  plus  haut  (lo). 
Conduisons  01  parallèle  à  ae.  Que  le  trapèze 
AKEH  soit  suspendu  au  point  i  de  la  balance , 
et  qu'il  soit  détaché  des  points  E ,  h.  Par  la 
même  raison  que  nous  avons  dit  plus  haut , 
le  trapèze  étant  ainsi  placé  restera  en  repos 
et  sera  en  équilibre  avec  la  surface  z  (6). 
Donc  puisque  le  trapèze  Akeh  suspendu  au 
point  I  est  en  équilibre  avec  la  surface  z  sus- 
pendue au  point  A ,  le  trapèze  sera  à  la  sur- 
face z  comme  ab  est  à  bi.  Il  est  donc  évi- 
dent que  la  raison  du  trapèze  à  ]a  surface  a 
sera  plus  grande  que  la  raison  du  trapèze  à 
la  surface  z.  Mais  la  raison  du  trapèze  à  la 
surface  M  est  moindre  que  ]a  raison  du  tra- 
pèze à  la  sutface  z  ;  donc  la  surface  z  est 
plus  grande  que  la  surface  A,  et  plus  petite 
que  la  surface  M. 
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PROPOSITION    XIII. 


Soit  Ar  une  balance ,  dont  le  milieu  soit 
le  point  B.  Soit  le  trapèze  katp,  ayant  ses 
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côtés  KA  y  TP  dirigés  vers  le  point  r ,  et  ses 
côtés  AT ,  KP  perpendiculaires  sur  bf.  Que  le 
trapèze  aktp  soit  suspendu  aux  points  E  ,  h 
de  la  balance  ^  et  que  la  surface  z  soit  sus- 
pendue au  point  A ,  de  manière  qu'elle  soit 
en  équilibre  avec  le  trapèze  aktp  ainsi  placé. 
Que  le  trapèze  aktp  soit  à  la  surface  a  comme 
AB  est  à  BE  ;  et  que  ce  même  trapèze  soit 
à  la  surface  M  comme  ab  est  à  bh.  On  dé- 
montrera de  la  même  manière  que  nous 
Tavons  fait  ])]us  haut,  que  la  surface  z  est 
plus  grande  que  la  surface  a  ,  et  plus  petite 
que  la  surface  M. 
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PROPOSITION    XIV. 


Soit  un  segment  Ber  compris  par  une 
ligne  droite  et  par  nne  parabole.  Que  la 
droite  Br  soit  d'abord  perpendiculaire  sur 
le  diamètre.  Du  point  b  conduisons  la  droite 
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BA  parallèle  au  diamètre;  et  du  point  r  con- 
duisons la  droite  rA  tangente  à  la  parabole 
au  point  r.  Le  triangle  bfa  sera  rectangle. 
Partageons  la  droite  Br  en  un  certain  nombre 
de  parties  be  ,  ez  ^  lu  ,  Hi  ;  par  les  points  de 
division  conduisons  les  droites  E2  ^  zt,  ht, 
1^  parallèles  au  diamètre.  Joignons  avec  le 
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point  r  les  points  où  ces  droites  coupent  la 
parabole  5  et  prolongeons  les  droites  qui  joi- 
gnent ces  points.  Je  dis  que  le  triangle  bAF  est 
A  B    E    z   H    I    r 


plus  petit  que  le  triple  de  la  somme  des  tra- 
pèzes KE^  Al  y  MH,  NI  et  du  triangle  sir^  et 
plus  grand  que  le  triple  de  la  somme  des 
trapèzes  i^  ,  ne  ,  un  et  du  triangle  lor. 

Prolongeons  la  droite  tb,  et  faisons  ab 
égale  à  bi.  Supposons  une  balance  ai  dont 
le  milieu  soit  le  point  b  ,*  et  qui  soit  sus- 
pendue par  le  point  b.  Suspendons  le  triangle 
BAF  aux  points  b^  r  de  la  balance  ;  de 
l^iutre  coté  de  la  balance  suspendons  au 
point  A  les  surfaces  P.  x,  -^f.  o^  A.  Que  la 
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surface  P  soit  en  équilibre  avec  le  trapèze 
AE  ainsi  placé  ^  la  surface  x  avec  le  trapèze 
zx,  la  surface  -^^  avec  le  trapèze  th,  la  sur- 
face ß  avec  le  trapèze  yi  ,  et  enfin  la  surface 
A  avec  le  triangle  sir.  La  somme  des  pre- 
mières surfaces  sera  en  équilibre  avec  la 
somme  des  secondes.  Donc  le  triangle  bat 
sera  triple  de  la  surface  px  "pr^A  (6).  Puisqu'on 
a  un  segment  Bre  compris  par  une  droite  et 
par  une  parabole ,  que  du  point  b  on  a  con- 
duit la  droite  ba  parallèle  au  diamètre  ,  et 
du  point  r  la  droite  ta  tangente  à  la  para- 
bole au  point  r  et  que  de  plus  Ton  a  conduit 
une  autre  droite  se  parallèle  aussi  au  diamè- 
tre^ la  droite  be  sera  à  la  droite  be  comme  se 
est  à  EO  (a).  Donc  aussi  ba  est  à  be  comme  le 
trapèze  AE  est  au  trapèze  ke  (S).  On  démon- 
trera semblablement  que  ab  est  à  bz  comme 
le  trapèze  iz  est  au  trapèze  az;  que  ab  est  à 
BH  comme  le  trapèze  th  est  au  trapèze  mh  , 
et  enfin  que  ab  est  à  bi  comme  le  trapèze 
Ti  est  au  trapèze  ni.  Donc  puisque  le  tra- 
pèze AE  a  des  angles  droits  en  b,  e,  et  deux 
côtés  dirigés  vers  le  point  r;  que  la  surface 
p,  suspendue  au  point  a  de  la  balance,  est 
en  équilibre  avec  le  trapèze  ainsi  placé,  et 
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que  BA  est  à  be  comme  le  trapèze  Ae  est  au 
trapèze  ke  ,  le  trapèze  ke  sera  plus  grand 
que  la  surface  p;  car  cela  a  été  démon- 
tré (lo).  Puisque  le  trapèze  zx  a  des  angles^ 
droits  en  z  ,  e  ,  et  le  côté  2t  dirigé  vers  le 
point  r  ;  que  la  surface  x ,  suspendue  au 
point  A  de  la  balance,  est  en  équilibre  avec 
le  trapèze  ainsi  placé;  que  la  droite  ba  est  à 
la  droite  be  comme  le  trapèze  zx  est  au  tra- 
pèze zo;  et  que  la  droite  ab  est  à  la  droite 
bz  comme  le  trapèze  zs  est  au  trapèze  az  ,  la 
surface  x  sera  plus  petite  que  le  trapèze  az  , 
et  plus  grande  que  le  trapèze  l^;  car  cela  a 
été  démontré  (12).  Par  la  même  raison^  la 
surface  ^  est  plus  petite  que  le  trapèze  mh, 
et  plus  grande  que  le  trapèze  0H;  la  surface 
n  plus  petite  que  le  trapèze  noih  ,  et  plus 
grande  que  le  trapèze  ni,  et  enfin  la  surface  A 
plus  petite  que  le  triangle  Hir,  et  plus  grande 
que  le  triangle  no  (8).  Donc  puisque  le  tra- 
pèze KE  est  plus  grand  que  la  surface  P ,  le 
trapèze  az  plus  grand  que  la  surface  x ,  le 
trapèze  mh  plus  grand  que  la  surface  -^ ,  le 
trapèze  Ni  plus  grand  que  la  surface  n,  et 
enfin  le  triangle  Sir  plus  grand  que  la  sur- 
face A  ,  il  est  évident  que  la  somme  des  sur- 
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faces  dont  nous  venons  de  parler  est  plus 
grande  que  la  surface  px^fiA.  Mais  la  sur- 
face PX'^'ßA  est  la  troisième  partie  du  trian- 
gle AiA;  donc  le  triangle  bfa  est  plus  petit 
que  le  triple  de  la  somme  des  trapèzes  ke  , 
AZ  y  MH^  NI  et  du  triangle  Hir.  De  plus,  puis- 
que le  trapèze  zo  est  plus  petit  que  la  sur- 
face X  (12),  le  trapèze  ©h  plus  petit  que  la 
surface  ^,  le  trapèze  in  plus  petit  que  le  tra- 
pèze a,  et  enfin  le  triangle  lor  plus  petit  que 
la  surface  A  (8),  il  est  encore  évident  que 
la  somme  des  trapèzes  dont  nous  venons  de 
parler  est  plus  petite  que  la  surface  AO^x. 
Donc  le  triangle  baf  est  plus  grand  que  le 
triple  de  la  somme  des  trapèzes  ^z  ^  0H  ,  in 
et  du  triangle  iro,  et  plus  petit  que  le  triple 
de  la  somme  de  ceux  dont  nous  avons  parlé 
auparavant. 

PROPOSITION    XV. 

Soit  un  segment  BOr  compris  par  une 
droite  et  par  une  parabole.  Que  la  droite 
BF  ne  soit  pas  perpendiculaire  sur  le  dia- 
mètre. Il  faut  nécessairement  que  Tune  ou 
l'autre  des  droites,  ou  celle  qui  est  menée 
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par  le  point  B  du  même  côté  du  segment 
parallèlement  au  diamètre,  ou  celle  qui  est 
menée  du  point  r,  ftisse  un  angle  obtus  avec 
la  droite  bf.  Que  la  droite  menée  par  le  point 
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B  tasse  un  angle  obtus.  Par  le  point  b  menons 
la  droite  ba  parallèle  au  diamètre,  et  du 
point  r,  la  droite  fa  tangente  à  la  parabole 
au  point  r.  Partageons  la  droite  bf  en  un 
certain  nombre  de  segmens  be,  ez,  zh,  m, 
IF,  et  des  points  de  division  e  ,  z ,  h,  i ,  con- 
duisons les  droites  es,  zt,  ht,  is  parallèles 
au  diamètre,  et  joignons  avec  le  point  r  les 
points  où  la  parabole    est    coupée  par   ces 
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droites,  et  prolongeons  les  droites  qui  joi- 
gnent ces  points.  Je  dis  que  le  triangle  BAr 
est  plus  petit  que  le  triple  de  la  somme  des 
trapèzes  B<ï) ,  AZ ,  mh  ,  Ni  et  du  triangle  riH^  et 
plus  grand  que  le  triple  de  la  somme  des  tra- 
pèzes 1^^  H0,  in  et  du  triangle  roi. 

Prolongeons  ab  vers  le  côté  opposé;  me- 
nons la  perpendiculaire  tk  ,  et  faisons  ak  égal 
à  TK.  Supposons  une  balance  ai  dont  le  mi- 
lieu soit  le  point  K,  et  suspendons  cette  ba- 
lance par  le  point  k.  Suspendons  par  rapport 
à  la  moitié  de  la  balance  le  triangle  tka, 
c'est-à-dire  aux  points  r,  K.  Ce  triangle  étant 
placé  comme  il  Test  actuellement,  suspen- 
dons de  Tautre  côté  de  la  balance  au  point 
A  y  les  surfaces  p ,  x  ,  4-^,  n ,  a  ;  que  la  sur- 
face p  soit  en  équilibre  avec  le  trapèze  ae 
ainsi  placé.  Que  la  surface  x  soit  en  équi- 
libre avec  le  trapèze  zx;  la  surface  -^  avec  le 
trapèze  th;  la  surface  Q,  avec  le  trapèze  ^fi, 
et  enfin  la  surface  a  avec  le  triangle  riH.  Il 
est  évident  que  la  somme  des  premières  sur- 
faces sera  en  équilibre  avec  la  somme  des 
secondes  surfaces.  Donc  le  triangle  abf  soi  a 
triple  de  la  surface  px^ha.  On  démontrera, 
comme  nous  Tavons  fait  plus  haut ,  que  le 
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trapèze  B$  est  pliis  grand  que  la  surface  P  ,* 
que  le  trapèze  OE  est  plus  grand  que  la  sur- 
face X,  et  que  le  trapèze  z$  est  plus  petit; 
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que  le  trapèze  mh  est  plus  grand  que  la  sur- 
face ^  5  et  que  le  trapèze  He  est  plus  petit; 
que  le  trapèze  ni  est  plus  grand  que  la  sur- 
face û.,  et  que  le  trapèze  ni  est  plus  petit, 
et  enfin  que  le  triangle  sir  est  plus  grand 
que  la  surface  A ,  et  que  le  triangle  no  est 
plus  petit.  Donc  la  proposition  est  évidente. 
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PROPOSITION    XVL 

Soit  B0r  un    segment  compris  par   une 
droite  et  par  une  parabole.  Du  point  b  con- 


duisons une  parallèle  au  diamètre,   et   du 
point  r  une  tangente  à  la  parabole  au  point 

TOME    II.  14 
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r.  Que  la  surface  z  soit  la  troisième  partie 
du  triangle  bat.  Je  dis  que  le  segment  bgf 
est  égal  à  la  surface  z. 

Car  si  le  segment  B0r  n^est  pas  égal  à  la 
surface  z,  il  est  plus  grand  ou  plus  petit.  Qu^il 
soit  plus  grand  j  si  cela  est  possible.  L^excès 
du  segment  ser  sur  la  surface  z ,  ajouté  un 
certain  nombre  de  fois  à  lui-même,  sera  plus 
grand  que  le  triangle  BFA.  Or,  il  est  possible 
de  prendre  une  surface  qui  soit  plus  petite 
que  cet  excès,   et  qui  soit   une  partie   du 
triangle  BAr.  Que  le    triangle  bie  soit  plus 
petit  que  Fexcès  dont  nous  venons  de  par- 
ler, et  qu'il  soit  une  partie  du  triangle  BAr. 
Il   est   évident    que  la   droite  be    sera  une 
même  partie  de  ba.  C'est  pourquoi ,  parta- 
geons BA   en,  autant  de  parties    égales  que 
Texcès    du   segment  sur  la  surface  z  a  été 
ajouté  de  fois  à  lui-même,  et  que  les  points 
de  division  soient  les  points  E,  h,  i,  k.  Joignons 
par  des  droites  les  points  h  ,  i,  k  avec  le  point 
r.  Ces  droites  couperont  la  parabole,  puisque 
la  droite  TA  touche  la  parabole  au  point  r. 
Par  les  points  où  ces  droites  coupent  la  pa- 
rabole, menons  les  droites  mo,  np,  se,  no 
parallèles   au  diamètre;  ces  droites  seront 


ik^ 
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aussi  parallèles  à  BA.  Donc  puisque  le  triangle 
BFE  est  plus  petit  que  Fexcès  du  segment  Ber 
sur  la  surface  z^  il  est  évident  que  la  surface  z 


et  le  triangle  bfe,  pris  ensemble^  sont  plus 
petits  que  le  segment  B0r.  Mais  la  soraïue  des 
trapèzes  me,  4>a^  op^  00  et  du  triangle  rox 
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que  la  parabole  traverse,  est  égale  au  triangle 
RîE  ;  parce  que  le  trapèze  me  est  commun  ; 
que  le  trapèze  ma  est  égal  au  trapèze  oa;  que 
le  trapèze  AS  égal  au  trapèze  0P  ,•  que  le  tra- 
pèze XH  égal  au  trapèze  oe  et  que  le  triangle 
rxn  égal  au  triangle  toi.  Donc  la  surface  2 
est  plus  petite  que  la  somme  des  trapèzes  ma  , 
HP,  ne  et  du  triangle  nor  (a).  Mais  le  triangle 
BAI  est  triple  de  la  surface  z  ;  donc  le  triangle. 
B-^r  est  plus  petit  que  le  triple  de  la  somme 
des  trapèzes  ma,  PS,  en  et  du  triangle  nor. 
Ce  qui  ne  peut  être;  car  on  a  démontré 
qu'il  est  plus  grand  que  le  triple  de  cette 
somme  (14).  Donc  le  segment  Ber  n'est  pas 
plus  grand  que  la  surface  z. 

Je  dis  actuellement  que  le  segment  Ber 
n'est  pas  plus  petit  que  la  surface  z.  Suppo- 
sons, s'il  est  possible,  qu'il  soit  plus  petit. 
L'excès  de  la  surface  z  sur  le  segment  Ber 
ajouté  un  certain  nombre  de  fois  à  lui- 
même,  sera  plus  grand  que  le  triangle  baf. 
Or,  on  peut  prendre  une  surface  qui  soit 
plus  petite  que  cet  excès ,  et  qui  soit  une 
partie  du  triangle  bai.  Que  le  triangle  bte 
soit  plus  petit  que  ces  excès  ;  que  ce  triangle 
soit  une  partie  du  triangle  bat;  et  que  le 


DE    LA    PARABOLE.  2l3 

reste  soit  comme  auparavant.  Puisque  le 
triangle  bfe  est  plus  petit  que  Texcès  de  la 
surface  z  sur  le  segment  B0r ,  le  triangle  bfe 
et  le  segment  B0r  pris  ensemble  seront  plus 
petits  que  la  surface  z.  Mais  la  surfaci^  z  est 
plus  petite  que  la  somme  des  trapèzes  em  , 
^N,  "^H,  nr  et  du  trianjle  rnx;  car  le  triangle 
BAr  est  triple  de  la  surface  z,  et  plus  petit 
que  le  triple  de  la  somme  des  trapèzes  dont 
nous  venons  de  parler ,  ainsi  qu^on  Ta  dé^- 
montré  dans  la  proposition  précédente.  Donc 
le  triangle  bie,  conjointement  avec  le  seg- 
ment B0r  est  plus  petit  que  la  somme  des 
trajDèzes  em^  $n^  s-^,  -^t  et  du  triangle  ths. 
Donc,  si  Ton  retranche  le  segment  commun, 
le  triangle  fbe  sera  plus  petit  que  la  somme 
des  surfaces  restantes.  Ce  qui  est  impossible; 
car  on  a  démontré  que  le  triangle  bef  est 
égal  à  la  somme  des  trapèzes  em  ,  oa  ,  ep  ,  00 
et  du  triangle  ros,  laquelle  somme  est  plus 
grande  que  la  somme  des  surfaces  restan- 
tes (S).  Donc  le  segment  B0r  n^est  pas  plus 
petit  que  la  surface  z.  Mais  on  a  démontré 
qu'il  n'est  pas  plus  grand;  donc  le  segment 
B0r  est  égal  à  la  surface  z. 
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PROPOSITION    XVII. 

Cela  étant  démontré ,  il  est  évident  qu'un 
segment  quelconque  compris  par  une  droite 
et  par  une  parabole  est  égal  à  quatre  fois  le 
tiers  d^un  triangle  qui  a  la  même  base  et  la 
même  hauteur  que  le  segment. 

En  effet,  soit  un  segment  compris  par 
une  droite  et  par  une  parabole  dont  le  som- 
met soit  le  point  0.  Inscrivons-lui  un  trian- 
gle B0r  qui  ait  la  même  base  et  la  même 
lianteur  que  le  segment.  Puisque  le  point 
©  est  le  sommet  du  segment,  la  droite  menée 
du  point  0,  parallèlement  au  diamètre^ 
coupe  en  deux  parties  égales  la  droite  bi  ; 
parce  que  bt  est  parallèle  à  la  tangente  au 
point  0  (2).  Conduisons  la  droite  E0  paral- 
lèle au  diamètre;  du  point  r  conduisons 
aussi  la  droite  ba  parallèle  au  diamètre,  et 
du  point  r  la  droite  ta  tangente  à  la  parabole 
au  point  r.  Puisque  K0  est  parallèle  au  dia- 
mètre, que  TA  touche  la  parabole  au  point 
r,  et  que  et  est  parallèle  à  la  tangente  au 
point  0  ,  le  triangle  bAf  sera  quadruple  du 
triangle  B0r  («).  Puisque  le  triangle  BAr  est 
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quadruple  du  triangle  Bor,  et  qu'il  est  triple 

du  segment  Ber  ^  il  est  évident  que  le  seg- 

B  E  r 


VA 

ment  ser  est  égal  à  quatre  fois  le  tiers  du 
triangle  Ber. 

Lorsque  dessegmens  sont  compris  par  une 
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droite  et  par  une  courbe,  la  droite  s^appelle 
la  base  du  segment  ;  la  plus  grande  des  per- 
pendiculaires menées  de  la  courbe  à  la  base 
du  segment,  s'appelle  la  hauteur  du  segment, 
et  enfin  le  point  de  la  courbe  d'où  la  plus 
grande  perpendiculaire  est  abaissée  sur  la 
base,  s'appelle  le  sommet. 

PROPOSITION    XVIII. 

Si  dans  un  segment  compris  par  une  droite 
et  par  une  parabole  ,  on  conduit  du  milieu 
de  la  base  une  droite  parallèle  au  diamètre, 
le  sommet  du  segment  est  le  point  de  la  pa- 
rabole rencontré  par  la  droite  parallèle  au 
diamètre. 

Soit    ABI    un   segment  compris   par  une 


droite  et  par  une  parabole.  Du  milieu  de  Ar 
conduisons  la  droite  ^b  parallèle  à  un  dia- 
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mètre.  Puisque  dans  une  parabole  nous 
avons  mené  b A  parallèle  au  diamètre ,  et  que 
les  droites  AA ,  Ar  sont  égales ,  la  droite  Ar 
et  la  droite  qui  touche  la  parabole  au  point 
B  seront  parallèles  (i).  Il  est  donc  évident 
que  de  toutes  les  perpendiculaires  menées  de 
la  parabole  sur  la  droite  Ar^  celle  qui  est 
menée  du  point  b  sera  la  plus  grande.  Donc 
le  point  B  est  le  sommet  du  segment. 

PROPOSITION    XIX. 

Si  dans  un  segment  compris  par  une  droite 
et  par  une  parabole  ^  on  conduit  deux  droites 
parallèles  au  diamètre^  Fune  du  milieu  de 
la  base  et  Tautre  du  milieu  de  la  moitié  de 
la  base;  celle  qui  est  conduite  du  milieu  de 
la  base  est  égale  à  quatre  fois  le  tiers  de  celle 
qui  est  conduite  du  milieu  de  la  moitié  de 
la  base. 

Soit  ABi  im  segment  compris  j^ar  une 
droite  et  par  une  parabole.  Du  milieu  de 
AI  et  du  milieu  aa  ^  conduisons  les  droites 
BA,  EZ  parallèles  au  diamètre  de  ba.  Condui- 
sons aussi  ze  parallèle  à  ai.  Puisque  dans  une 
parabole  nous  avons  conduit  la  droite  BApa- 
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rallèle  au  diamètre,  et  les  droites  AA,  20 
parallèles  à  la  droite  qui  touche  la  parabole 
au  point  B  ,  la  droite  ba  sera  à  la  droite  B0 


comme  le  quarre  construit  sur  AA  est  au 
quarre  construit  sur  Z0  (3).  Donc  bA  est 
quadruple  de  B0.  Il  est  donc  évident  que 
la  droite  BA  est  égale  à  quatre  fois  le  tiers 
de  la  droite  ez. 

PROPOSITION    XX. 


Si  dans  un  segment  compris  par  une  droite 
et  par  une  parabole,  on  inscrit  un  triangle 
qui  ait  la  même  base  et  la  même  hauteur 
que  le  segment,  le  triangle  inscrit  sera  plus 
grand  que  la  moitié  du  segment. 

Que  le  segment  abf  soit  tel  que  celui  dont 
nous  venons  de  parler.  Inscrivons -lui  un 
triangle  qui  ait  la  même  hauteur  que  ce 
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segment  (18).  Puisque  le  triangle  a  la  même 
base  et  la  même  hauteur  que  le  segment,  le 
point  B  sera  le  sommet  du  segment.  Donc 
AT   est  parallèle  à  la   droite  qui  touche  la 


parabole  au  point  b.  Par  le  point  b  condui- 
sons la  droite  ae  parallèle  à  la  droite  Ar,  et 
des  points  A,  r  les  droites  aa,  te  parallèles 
au  diamètre.  Ces  droites  tomberont  hors  de 
la  parabole.  Donc  puisque  le  triangle  abf  est 
la  moitié  du  parallélogramme  aaef  ,  il  est 
évident  qu^il  est  plus  grand  que  la  moitié 
du  segment. 

Cela  étant  c\émontré ,  il  est  évident  qu'on 
peut  inscrire  dans  ce  segment  un  polygone 
de  manière  que  la  somme  des  segmens  restans 
soit  plus  petite  que  toute  surface  donnée.  Car 
en  retranchant  continuellement  une  surface 
plus  grande  que  la  moitié,  nous  diminue- 
rons continuellement  la  somme  des  segmens 
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restans ,  et  nous  la  rendrons  par  conséquent 
plus  petite  que  toute  surface  proposée. 

PROPOSITION    XXI. 

Si  dans  un  segment  compris  par  une  droite 
et  par  une  parabole,  on  inscrit  un  triangle 
qui  ait  la  même  base  et  la  même  hauteur 
que  le  segment;  et  si  dans  les  segmens  restans 
Ton  inscrit  d'antres  triangles  qui  aient  la 
même  base  et  la  même  hauteur  que  ces  seg- 
mens, le  triangle  inscrit  dans  le  segment 
entier  est  égal  à  huit  fois  chacun  des  autres 
triangles  qui  sont  inscrits  dans  les  segmens 
restans. 

Soit  le  segment  abf  tel  que  celui  dont  nous 
venons  de  parler.  Partageons  Ar  en  deux  j^ar- 
ties  égales  au  point  A  ;  conduisons  ba  paral- 
lèle au  diamètre.  Le  point  b  sera  le  sommet 
du  segment  (18).  Donc  le  triangle  abf  aura 
la  même  base  et  la  même  hauteur  que  le 
segment.  Partageons  ensuite  aa  en  deux  par- 
ties égales  au  point  E  ,  et  conduisons  la 
droite  EZ  parallèle  au  diamètre.  La  droite  AB 
sera  partagée  en  deux  parties  égales  au  point 
e.  Donc  le  point  z  sera  le  sommet  du  seg- 
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ment  azb.  Donc  le  triangle  azb  a  la  même 
base  et  la  même  hauteur  que  le  segment 
AZB.  Il  faut  démontrer  que  le  triangle  abf 
est  égal  à  huit  fois  le  triangle  abz. 


En  effet,  la  droite  bA  est  égale  à  quatre  fois 
le  tiers  de  la  droite  ez  (19)  el:  au  double  de 
la  droite  Ee.  Donc  eo  est  double  de  ez.  Donc 
aussi  le  triangle  aeb  est  double  du  triangle 
zba;  car  le  triangle  ae0  est  double  du  trian- 
gle Aez ,  et  le  triangle  gbe  double  du  triangle 
Z0B.  Donc  le  triangle  abf  est  égal  à  huit  fois 
le  triangle  azb.  Nous  démontrerons  de  la 
même  manière  qu'il  est  aussi  égal  à  huit  fois 
le  triangle  qui  est  inscrit  dans  le  segment  BHr> 
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PROPOSITION    XXIL 

Si  Ton  a  un  segment  compris  par  une 
droite  et  par  une  parabole;  si  des  surfaces 
en  aussi  grand  nombre  que  l'on  voudra,  sont 
placées  à  la  suite  les  unes  des  autres  ;  si  cha- 
cune déciles  contient  quatre  fois  celle  qui  la 
suit  immédiatement;  efc  si  la  plus  grande  de 
ces  surfaces  est  égale  à  un  triangle  qui  ait 
la  niêiue  base  et  la  même  hauteur  que  le 
segment,  la  somme  de  toutes  ces  surfaces 
sera  plus  petite  que  le  segment. 

Soit  un  segment  aabef  compris  par  une 
droite  et  par  une  parabole.  Soient  aussi  au- 
tant de  surfaces  2, ,  h  ,  0,1  que  Ton  voudra , 
placées  les  unes  à  la  suite  des  autres  ;  que 
z  soit  le  quadruple  de  H,  et  égal  à  un  triangle 
qui  ait  la  même  base  et  la  luême  hauteur 
que  le  segiuent.  Je  dis  que  le  segment  est  plus 
grand  que  la  somiue  des  surfaces  z ,  H ,  0  ,  i. 

Que  le  sommet  du  segiuent  entier  soit  le 
point  B ,  et  les  sommets  des  segmens  restans 
les  points  A,  e.  Puisque  le  triangle  Aef  est 
égal  à  huit  fois  chacun  des  triangles  aba, 
BEr,  il  est  évident  qu'il  est  le  quadruple  de 
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ces  deux  triangles  pris  ensemble.  Mais  le 
triangle  abi  est  égal  à  la  surface  Z;  donc  par 
la  même  raison  la  somme  des  triangles  aab  , 
BEr  est  égale  à  la  surface  h.  On  démontrera 


H 

I 

e 

pareillement  que  la  somme  des  triangles  qui 
sont  inscrits  dans  les  segmens  restans,  et  qui 
ont  la  même  base  et  la  même  hauteur  que 
ces  segmens  est  égale  à  la  surface  0.  Mais  la 
somme  des  triangles  qui  sont  inscrits  dans 
les  segmens  suivans  est  égale  à  la  surface 
I.  Donc  la  somme  de  toutes  les  surfaces  pro- 
posées est  égale  à  un  certain  polygone  inscrit 
dans  le  segment.  Il  est  donc  évident  que  la 
somme  de  toutes  ces  surfaces  est  plus  petite 
que  le  segment 
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PROPOSITION    XXIII. 

Si  tant  de  grandeurs  que  Ton  voudra,  sont 
placées  à  la  suite  les  unes  des  autres,  et  si 
chacune  déciles  contient  quatre  fois  celle  qui 
suit  immédiatement ,  la  somme  de  ces  gran- 
deurs, conjointement  avec  le  tiers  de  la  plus 
petite  est  égale  à  quatre  fois  le  tiers  de  la 
plus  grande. 

Soient  tant  de  grandeurs  que  Ton  voudra 

A,  B,  r,  A ,  E,  placées  à  la  suite  les  unes  des 
autres,  dont  chacune  contienne  quatre  fois 
celle  qui  suit  immédiatement.  Que  la  plus 
grande  soit  a;  que  z  soit  le  tiers  de  b;  que 
H  soit  le  tiers  de  r  ;  que  0  soit  le  tiers  de  A , 
et  I  le  tiers  de  E.  Puisque  z  est  le  tiers  de 

B ,  et  que  b  est  le  quart  de  A ,  les  grandeurs 
B ,  z  prises  ensemble  seront  le  tiers  de  A.  Par 
la  même  raison,  les  grandeurs  H,  r  prises 
ensemble  ,  sont  le  tiers  de  b;  les  grandeurs 
0,  A  prises  ensemble,  le  tiers  de  r,*et  les 
grandeurs  i ,  E  prises  ensemble ,  le  tiers  de 
A.  Donc  la  somme  des  grandeurs  b  ,  r ,  A , 
E,  z.  H,  0  ,  I  est  le  tiers  de  la  somme  des 
grandeurs  A,  b,  r,  A.  Mais  la  somme  des  gran- 


■I 
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deurs  z ,  h  ^  0  est  le  tiers  de  la  somme  des 
grandeurs  b,  r,  A  ;  donc  la  somme  des  gran- 
deurs restantes  b,  r,  a  ,  e,  i  est  le  tiers  de  la 


Z 

! 

1  K          m 

\ 

A 

B 

r 

a!e 

grandeur  restante  a.  Donc  la  somme  des 
grandeurs  a  ^  b  ^  r ,  A  ,  E ,  conjointement  avec 
la  grandeur  i  ^  c^est-à-dire  avec  le  tiers  de  la 
grandeur  e  ,  est  égal  à  quatre  fois  le  tiers  de 
la  grandeur  a  (a). 


TOME    II. 


i5 
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PROPOSITION    XXIV. 


Un  segment  quelconque  compris  par  une 
droite  et  par  une  parabole  est  égal  à  quatre 
fois  le  tiers  d\in  triangle  qui  a  la  mêm# 
base  et  la  même  hauteur  que  ce  segment. 

Soit  AABEr  un  segment  compris  par  une 


droite  et  par  une  parabole.  Soit  aussi  un 
triangle  abi  qui  ait  la  même  base  et  la  même 
hauteur  que  le  segment.  Que  la  surface  k 
soit  égale  à  quatre  fois  le  tiers  du  triangle 
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ABr.  Il  faut  démontrer  que  la  surface  K  est 
égale  au  segment  aabef. 

Car  si  la  surface  K  n'est  pas  égale  au  seg- 
ment AABEF  5  elle  est  ou  plus  grande  ou  plus 
petite.  Supposons  d'abord ,  si  cela  est  pos- 
sible ,  que  le  segment  aabei  soit  plus  grand 
que  la  surface  K.  Inscrivons  les  triangles  aab  , 
BEI,  ainsi  que  cela  a  été  dit  (21).  Inscrivons 
dans  les  segmens  restans  d'autres  triangles 
qui  aient  la  même  base  et  la  même  hauteur 
que  ces  segmens;  et  continuons  d'inscrire 
dans  les  segmens  restans  deux  triangles  qui 
ayent  la  même  base  et  la  même  hauteur  que 
ces  segmens.  La  somme  des  segmens  restans 
sera  certainement  plus  petite  que  l'excès  du 
segment  aabef  sur  la  surface  k.  Donc  le  po- 
lygone inscrit  sera  plus  grand  que  la  sur- 
face K.  Ce  qui  ne  peut  être.  En  effet ,  le 
triangle  abf  étant  quadruple  de  la  somme 
des  triangles  aab  ,  bef  ,  la  somme  de  ceux-ci 
quadruple  la  somme  de  ceux  qui  sont  in- 
scrits dans  les  segmens  suivans ,  et  ainsi  de 
suite ,  des  surfaces  sont  placées  les  unes  à  la 
suite  des  autres ,  et  chacune  d'elles  contient 
quatre  fois  celle  qui  suit  immédiatement  (2 1  ). 
D'où  il  suit  que  la  somme  de  toutes  ces  sur- 
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faces  est  plus  petite  que  quatre  foîs  le  tiers 
de  la  plus  grande  de  ces  surfaces  (2 3).  Mais 
la  surface  k  est  égale  à  quatre  fois  le  tiers  de 
cette  suï-face  ;  donc  le  segment  aAbef  n'est 
pas  plus  grand  que  la  surface  K. 


K 


Supposons  à  présent,  si  cela  est  possible, 
que  le  segment  aabef  soit  plus  petit  que  la 
surface  k.  Que  le  triangle  abf  soit  égal  à 
la  surface  z  ;  que  la  surface  H  soit  le  quart 
de  la  surface  z  ;  que  la  surface  0  soit  le  quart 
de  la  surface  h  et  ainsi  de  suite  ,  jusqu'à  ce 
que  la  dernière  surface  soit  plus  petite  que 
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Texcès  de  la  surface  k  sur  le  segment.  Que 
cette  dernière  surface  soit  i.  La  somme  des 
surfaces  z ,  h  ,  ©  ^  i  ^  conjointement  avec  le 
tiers  de  la  surface  i ,  est  égale  à  quatre  fois 
le  tiers  de  la  surface  z  (25).  Mais  la  surface  K 
est  égale  à  quatre  fois  le  tiers  de  la  surface 
z  ;  donc  la  surface  K  est  égale  à  la  somme 
des  surfaces  z ,  h  ,  0 ,  i^  conjointement  avec 
le  tiers  de  la  surface  i.  Mais  Texcès  de  la  sur- 
face K  sur  la  somme  des  surfaces  z ,  h  ,  0 ,  l 
est  plus  petite  que  la  surface  i^  et  Texcès 
de  la  surface  k  sur  le  segment  est  plus  grand 
que  la  surface  i  ;  il  est  donc  évident  que  la 
somme  des  surfaces  z,  h^  0,  i  est  plus  grande 
que  le  segment.  Ce  qui  ne  peut  être  ;  car 
on  a  démontré  que  si  des  surfaces  en  aussi 
grand  nombre  qu'on  voudra,  sont  placées 
les  unes  à  la  suite  des  autres,  si  chacune 
d'elles  contient  quatre  fois  celle  qui  suit  im- 
médiatement ,  et  si  la  plus  grande  de  toutes 
est  égale  au  triangle  inscrit  dans  le  segment , 
la  somme  de  ces  surfaces  est  plus  petite  que 
le  segment  (2  2).  Donc  le  segment  aabef  n'est 
pas  plus  petit  que  la  surface  k.  Mais  nous 
avons  démontré  qu'il  n'est  pas  plus  grand; 
donc  il  est  égal  à  la  surface  k.  Mais  la  sur- 
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face  K  est  égale  à  quatre  fois  le  tiers  du 
triangle  abî;  donc  le  segment  aabef  est  égal 
à  quatre  fois  le  tiers  du  triangle  abf. 


FIN  DE  LA  QUADRATURE  DE  LA  PARABOLE. 


L'ARÉNAIRE. 


1 L.  est  des  personnes ,  ô  roi  Gel  on ,  qui  pen- 
sent que  le  nombre  des  grains  de  sable  est 
infini.  Je  ne  parle  point  du  sable  qui  est 
autour  de  Syracuse  et  qui  est  répandu  dans 
le  reste  de  la  Sicile  ,  mais  bien  de  celui  qui 
se  trouve  non-seulement  dans  les  régions 
habitées ,  mais  encore  dans  les  régions  inha- 
bitées. Quelques-uns  croient  que  le  nombre 
des  grains  de  sable  n^est  pas  infini ,  mais 
qu'il  est  impossible  d'assigner  un  nombre 
plus  grand.  Si  ceux  qui  pensent  ainsi  se 
représent  oient  un  volume  de  sable  qui  fût 
égal  à  celui  de  la  terre,  qui  remplît  toutes  ses 
cavités,  et  les  abîmes  de  la  mer,  et  qui  s'éle- 
vât jusqu'aux  sommets  des  plus  hautes  mon- 
tagnes, il  est  évident  qu'ils  seroient  bien 
moins  persuadés  qu'il  pût  exister  un  nombre 
qui  surpassât  celui  des  grains  de  sable. 

Quant  à  moi,  je  vais  faire  voir  par  des 
démonstrations  géométriques  auxquelles  tu 
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ne  pourras  refuser  ton  assentiment ,  que 
parmi  les  nombres  dénommés  par  nous  dans 
les  livres  adressés  à  Zeuxippe ,  il  en  est  qui 
excèdent  le  nombre  des  grains  d^un  volume 
de  sable  égal  non-seulement  à  la  grandeur 
de  la  terre,  mais  encore  à  celui  de  Tunivers 
entier. 

Tu  sais  que  le  monde  est  appelé  par  la 
plupart  des  astronomes  une  sphère  dont  le 
centre  est  le  même  que  celui  de  la  terre  et 
dont  le  rayon  est  égal  à  la  droite  placée 
entre  le  centre  de  la  terre  et  celui  du  soleil. 
Aristarque  de  Samos  rapporte  ces  choses  en 
les  réfutant,  dans  les  propositions  qu^il  a 
publiées  contre  les  astronomes.  D'après  ce 
qui  est  dit  par  Aristarque  de  Samos,  le  monde 
seroit  beaucoup  plus  grand  que  nous  venons 
de  le  dire;  car  il  suppose  que  les  étoiles  et 
le  soleil  sont  immobiles  ;  que  la  terre  tourne 
autour  du  soleil  comme  centre;  et  que  la 
grandeur  de  la  sphère  des  étoiles  fixes  dont  le 
centre  est  celui  du  soleil ,  est  telle  que  la  cir- 
conférence du  cercle  qu'il  suppose  décrite 
par  la  terre  est  à  la  distance  des  étoiles  fixes 
comme  le  centre  de  la  sphère  est  à  la  surface. 
Mais  il  est  évident  que  cela  ne  sauroit  être. 
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parce  que  le  centre  de  la  sphère  n'ayant  au- 
cune grandeur^  il  s'ensuit  qu'il  ne  peut  avoir 
aucun  rapport  avec  la  surface  de  la  sphère. 
Mais  à  cause  que  l'on  conçoit  la  terre  comme 
étant  le  centre  du  monde  ^  il  faut  penser 
qu'Aristarque  a  voulu  dire  que  la  terre  est  à 
la  sphère  que  nous  appelons  le  monde , 
comme  la  sphère  dans  laquelle  est  le  cercle 
qu'il  suppose  décrit  par  la  terre  est  à  la 
sphère  des  étoiles  fixes  ;  car  il  étabht  ses  dé- 
monstrations ^  en  supposant  que  ]es  phéno- 
mènes se  passent  ainsi  ;  et  il  paroi  t  qu'il  sup- 
pose que  la  grandeur  de  la  sphère  dans  la- 
quelle il  veut  que  la  terre  se  meuve  est  égale 
à  la  sphère  que  nous  appelons  le  monde  (a). 

Nous  disons  donc  que  si  l'on  avoit  une 
sphère  de  sable  aussi  grande  que  la  sphère 
des  étoiles  fixes  supposée  par  Aristarque, 
on  pourroit  démontrer  que  parmi  les  nom- 
bres dénonnnés  dans  le  livre  des  Principes, 
il  y  en  auroit  qui  surpasseroient  le  nom- 
bre de  grains  de  sable  contenus  dans  cette 
sphère. 

Cela  posé  ,  que  le  contour  de  la  terre  soit 
à  -  peu  -  près  de  trois  cent  myriades  de 
stades  (  S) ,    mais  non  plus  grand.  Car    tu 
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n'ignores  point  que  d^autres  ont  voulu  dé- 
montrer que  le  contour  de  la  terre  est  à-peu- 
près  de  trente  myriades  de  stades.  Pour  moi , 
allant  beaucoup  plus  loin  ,  je  le  suppose  dix 
fois  aussi  grand  ,  c'est-à-dire  que  je  le  sup- 
pose à-peu -près  de  trois  cent  myriades  de 
stades  ,  mais  non  plus  grand.  Je  suppose  en- 
suite ,  diaprés  la  plupart  des  astronomes 
dont  nous  venons  de  parler,  que  le  diamètre 
de  la  terre  est  plus  grand  que  celui  de  la 
lune,  et  que  celui  du  soleil  est  plus  grand 
que  celui  de  la  terre  ;  je  suppose  enfin  que 
le  diamètre  du  soleil  est  environ  trente  fois 
aussi  grand  que  le  diamètre  de  la  lune^ 
mais  non  plus  grand.  Car  parmi  les  astro- 
nomes dont  nous  venons  de  parler  ,  Eudoxe 
a  affirmé  que  le  diauiètre  du  soleil  étoit 
environ  neuf  fois  aussi  grand  que  celui  de 
la  lune  ,•  Phidias ,  fils  d'Acupatre  ,  a  dit  qu'il 
étoit  environ  douze  fois  aussi  grand  ;  et  enfin 
Aristarque  s'est  elTorcé  de  démontrer  que  le 
diamètre  du  soleil  étoit  plus  grand  que  dix- 
huit  fois  le  diamètre  de  la  lune  et  plus  petit 
que  vingt  fois.  Pour  moi  ,  allant  encore  plus 
loin  ,  afin  de  démontrer  sans  réplique  ce  que 
je  me  suis  proposé ,  je  suppose  que  le  dia- 
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mètre  du  soleil  est  à-peu-près  égal  à  trente 
fois  le  diamètre  de  la  lune ,  mais  non  plus 
grand.  Je  suppose ,  outre  cela  ,  que  le  dia- 
mètre du  soleil  est  plus  grand  que  le  côté 
d^un  polygone  de  mille  côtés  inscrit  dans  un 
grand  cercle  de  la  sphère  dans  laquelle  il  se 
meut:  je  fais  cette  supposition, parce qu^Aris- 
tarque  affirme  que  le  soleil  paroît  être  la  sept 
cent  vingtième  partie  du  cercle  qu'on  appelle 
le  Zodiaque. 

J'ai  fait  tous  mes  efforts  pour  prendre, 
avec  des  instrumens,  l'angle  qui  comprend 
le  soleil  et  qui  a  son  sommet  à  l'œil  de  l'ob- 
servateur. Cet  angle  n'est  pas  facile  à  pren- 
dre, parce  qu'avec  Toeil ,  les  mains  et  les  in- 
strumens  dont  on  se  sert  pour  cela,  on  ne 
peut  pas   le  mesurer   d'une   manière  bien 
exacte.  Mais  il  est  inutile  de  parler  davantage 
de  l'imperfection  de  ces  instrumens,  parce 
que  cela  a  déjà  été  fait  plusieurs  fois.  Au  reste, 
il  me  suffit ,  pour  démontrer  ce  que  je  me 
suis  proposé,  de  prendre  un  angle  qui  ne  soit 
pas  plus  grand  que  celui  qui  comprend  le 
soleil  et  qui  a  son  sommet  à  l'œil  de  l'ob- 
servateur ;  et  ensuite  un  autre  angle  qui  ne 
soit  pas  plus  petit  que  celui  qui  comprend  le 
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soleil  et  qui  a  aussi  son  somme t  à  l'œil  de 
Fobservateur. 

C'est  pourquoi  ayant  placé  une  longue 
ïègle  sur  une  surface  plane  élevée  dans  un 
endroit  d'où  l'on  pût  voir  le  soleil  levant; 
aussitôt  après  le  lever  du  soleil ,  je  posai  per- 
pendiculairement sur  cette  règle  un  petit 
cylindre.  Le  soleil  étant  sur  l'horison  et  pou- 
van  t  être  regardé  en  face  (y) ,  je  dirigeai  la 
règle  vers  le  soleil  ^  l'œil  étant  à  une  de  ses 
extrémités,  et  le  cylindre  étant  placé  entre 
le  soleil  et  l'œil  de  manière  qu'il  cachât 
entièrement  le  soleil.  J'éloignai  le  cylindre 
de  l'œil  jusqu'à  ce  que  le  soleil  commençât 
à  être  apperçu  le  moins  possible  de  part  et 
d'autre  du  cylindre  ,  et  alors  j'arrêtai  le 
cylindre.  Si  l'œil  appercevoit  le  soleil  d'un 
seul  point ,  et  si  Ton  conduisoit  de  l'extré- 
ïnité  de  la  règle  où  l'œil  est  placé  des  droites 
qui  fussent  tangentes  au  cylindre,  il  est  évi- 
dent que  l'angle  compris  par  ces  droites  se- 
roit  plus  petit  que  l'angle  qui  auroit  son 
sommet  à  l'œil  et  qui  embrasseroit  le  soleil; 
parce  qu'on  appercevroit  quelque  chose  du 
éoleil  de  part,  et  d'autre  du  cylindre.  Mais 
à  cause  que  l'œil  n'apperçoit  pas  les  objets 
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par  un  seul  point ,  et  que  la  partie  de  Toeil 
qui  voit  à  une  certaine  grandeur  (cT)  ^  je  pris 
un  cylindre  dont  le  diamètre  ne  fiit  pas  plus 
petit  que  ]a  largeur  de  la  partie  de  Foeil 
qui  voit;  je  posai  ce  cylindre  à  Fextreniite 
de  la  règle  où  Toeil  étoit  placé,  et  je  con- 
duisis ensuite  deux  droites  tangentes  aux 
deux  cylindres.  Il  est  évident  que  Tangle 
compris  par  ces  tangentes  dut  se  trouver 
plus  petit  que  l'angle  qui  embrassoit  le  so- 
leil et  qui  avoit  son  sommet  à  Toeil. 

On  trouve  un  cylindre  dont  le  diamètre 
ne  soit  pas   plus  petit  que  la  largeur  de  la 
partie  de  Toeil  qui  voit  de  la  manière  sui- 
vante: on  prend  deux  cylindres  d'un  petit 
diamètre ,  mais  d'un   diamètre  égal ,  dont 
l'un  soit  blanc  et  dont  l'autre  ne  le  soit  pas  ; 
on  les  place  devant  l'œil,  de  manière  que  le 
cylindre  blanc  soit  le  plus  éloigné    et  que 
l'autre  soit  le  plus  près  possible  et  touche  le 
"visage.  Si  les  diamètres  des  cylindres  sont 
plus  petits  que   la  largeur  de  la  partie  de 
l'œil  qui  voit,  il  est  évident  que  cette  partie 
de  l'œil  apperçoit ,  en   embrassant  le  cy- 
lindre qui  est  près  du  visage,  l'autre  cylindre 
qui  est  blanc  ;  elle  le  découvre  tout  entier , 
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si  les  diamètres  des  cylindres  sont  beaucoup 
plus  petits  que  la  largeur  de  la  partie  de 
I^œil  qui  voit;  sinon,  eilenden  découvre  que 
quelques  parties  placées  de  part  et  d^autre 
de  celui  qui  est  pi'ès  de  l'œil.  Je  disposai 
donc  de  cette  manière  deux  cylindres  dont 
répaisseur  étoit  telle  que  Tun  caclioit  Fautre 
par  son  épaisseur  sans  cacher  un  endroit 
plus  grand.  Il  est  évident  qu'une  grandeur 
égale  à  l'épaisseur  de  ces  cylindres  n'est  pas, 
en  quelque  façon ,  plus  petit  que  la  largeur 
de  la  partie  de  l'œil  qui  voit  (s). 

Pour  prendre  un  angle  qui  ne  fût  pas  plus 
petit  que  l'angle  qui  embrasse  le  soleil  et  qui 
a  son  sommet  à  l'œil ,  je  me  conduisis  de  la 
manière  suivante  :  après  avoir  éloigné  de 
l'œil  le  cylindre  jusqu'à  ce  qu'il  cachât  le 
soleil  tout  entier,  je  menai  de  l'extrémité  de 
la  règle  où  l'œil  étoit  placé  des  droites  tan- 
gentes au  cylindre.  11  est  évident  que  l'angle 
compris  par  ces  droites  dut  se  trouver  plus 
grand  que  celui  qui  embrasse  le  soleil  et  qui 
a  son  sommet  à  l'œil. 

Ces  angles  ayant  été  pris  de  cette  manière, 
et  les  ayant  comparés  avec  un  angle  droit, 
le  plus  grand  de  ces  angles ,  qui  avoit  son 
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sommet  au  point  marqué  sur  la  règle  ^  se 
trouva  plus  petit  que  le  cent  soixante-qua- 
trième partie  d^un  angle  droit  et  le  plus  petit 
se  trouva  plus  grand  que  la  deux  centième 
partie  de  ce  même  angle.  Il  est  donc  évident 
que  Fangle  qui  embrasse  le  soleil  et  qui  a  son 
sommet  à  Tœil  est  plus  petit  que  la  cent 
soixante-quatrième  partie  d^un  angle  droit 
et  plus  grand  que  la  deux  centième  partie  de 
ce  même  angle. 

Cela  étant  ainsi,  on  démontre  que  le  dia- 
mètre du  soleil  est  plus  grand  que  le  côté 
d^un  polygone  de  mille  côtés  inscrit  dans 
tm  grand  cercle  de  la  sphère  du  monde.  En 
effet,  supposons  un  plan  conduit  par  le  centre 
de  la  terre ,  par  le  centre  du  soleil  et  par 
Toeil  de  Tobservateur,  le  soleil  étant  peu 
élevé  au-dessus  de  Thorizon.  Ce  plan  cou- 
pera la  sphère  du  monde  suivant  le  cercle 
ABr,  la  terre  suivant  le  cercle  aez,  et  le  so- 
leil suivant  le  cercle  sh.  Que  le  point  0  soit 
le  centre  de  la  terre,  le  point  k  le  centime  du 
soleil ,  et  le  point  A  Toeil  de  Tobservateur. 
Conduisons  des  droites  tangentes  au  cercle 
2h;  savoir,  du  point  A  les  droites  aa,  A3: 
tangentes  aux  points  N  et  T ,  et  du  point  e 
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les  droites  gm,  00  tangentes  aux  points  p  et 
X.  Que  ces  droites  gm,  00  coupent  la  cir- 
conférence du  cercle  ABr  aux  points  A,  b.  La 
droite  0K  sera  plus  grande  que  la  droite  ak  , 


parce  que  Ton  suppose  le  soleil  au-dessus  de 
rtiorizon  (g).  Donc  Fangle  compris  par  les 
droites  aa,  as  est  plus  grand  que  Fangle 
compris  par  les  droites  0M  ,   00  (^).  Mais 


r 
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l'angle  compris  par  les  droites  aa^  ù^'S  est 
plus  grand  que  la  200^  partie  d'un  angle 
droit  et  plus  j^etit  que  la  1641.*^  partie  de  ce 
même  angle;  parce  que  cet  angle  est  égal  à 
Tangle  qui  embrasse  le  soleil  et  qui  a  son 
sommet  à  l'œil.  Donc  l'angle  compris  par  les 
droites  0M,  00  est  plus  petit  que  la  164^ 
partie  d'un  angle  droit.  Donc  la  droite  ab 
est  plus  petite  que  la  corde  de  la  656^  partie 
de  la  circonférence  du  cercle  abf. 

Mais  la  raison  du  contour  du  polygone 
dont  nous  venons  de  parler  au  rayon  du  cer- 
cle abf  est  moindre  que  la  raison  de  44  à  7  ; 
parce  que  la  raison  du  contour  d'un  poly- 
gone quelconque  inscrit  dans  un  cercle  au 
rayon  de  ce  cercle  est  plus  petite  que  la  rai- 
son de  44  à  7.  Car  tu  n'ignores  pas  que  nous 
avons  démontré  que  le  contour  d'un  cercle 
quelconque  est  plus  grand  que  le  triple  du 
diamètre,  augmenté  d'une  certaine  partie 
qui  est  plus  petite  que  le  7^  de  son  diamètre, 
et  plus  grande  que  les  yy  [de  la  Mesure  du 
Cercle^  prop.  3).  Donc  la  raison  deBA  à  0K  est 
moindre  que  la  raison  de  1 1  à  ii48(^?). 
Donc  la  droite  ba  est  plus  petite  que  la  100^ 
partie  de  ©k  (6).  Mais  le  diamètre  du  cercle 
TOME   ir.  16 
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2H  est  égal  à  ba  ;  parce  que  la  droite  *a 
moitié  de  ba  est  égale  à  kp  ,  à  cause  que  les 
droites  0K,  eA  étant  égales,  on  a  abaissé  de 


leurs  extrémités  des  perpendiculaires  oppo- 
sées au  même  angle.  Il  est  donc  évident  que 
le  diamètre  du  cercle  sh  est  plus  petit  que  la 
loo^  partie  de  ©k.  Mais  le  diamètre  E0T  est 
plus   petit  que   le   diamètre  du  cercle  sh^ 
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parce  que  le  cercle  z^EZ  est  plus  petit  qne  le 
cercle  2H  ;  donc  la  somme  des  droites  er , 
KX  est  plus  petite  que  la  loo""  partie  de  0K. 
Donc  la  raison  de  0X  à  rx  est  moindre  que 
la  raison  de  loo  à  gg  (/).  Mais  0K  n^est  pas 
plus  petit  que  ep,  et  xr  est  plus  petit  que  AT; 
donc  la  raison  de  0P  à  AT  est  moindre  que 
la  raison  de  loo  à  gg.  De  plus,  puisque  les 
côtés  KP,  KT  des  triangles  rectangles  0KP  ,  AKT 
sont  égaux,  que  les  côtés  ©P,  AT  sont  iné- 
gaux et  que  le  côté  0P  est  le  plus  grand ,  la 
raison  de  Tangle  compris  par  les  côtés  AT, 
AK  à  Pangle  compris  par  les  côtés  0P,  ©k  sera 
plus  grande  que  la  raison  de  la  droite  0K  à 
la  droite  ak  ,  et  moindre  que  la  raison  de  ©p 
à  AT;  car  si  parmi  les  côtés  de  deux  triangles 
rectangles  qui  coiuprennent  Fangle  droit, 
les  uns  sont  égaux  et  les  autres  inégaux ,  la 
raison  du  plus  grand  des  angles  inégaux  com- 
pris parles  côtés  inégaux  au  plus  petit  de  ces 
angles ,  est  plus  grande  que  la  raison  du  plus 
grand  des  côtés  opposés  à  Fangle  droit  au 
plus  petit  de  ces  côtés ,  et  iTioindre  que  la 
raison  du  plus  grand  des  côtés  qui  compren- 
nent Tangle  droit  au  plus  petit  (tc).  Donc  la 
raison  de  Fangle  compris  entre  les  côtés  aa. 
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AH  à  Fangle  compris  entre  les  côtés  00,  gm 
est  moindre  que  la  raison  de  0P  à  AT ,  la- 
quelle est  certainement  moindre  que  la  rai- 
son de  100  à  99.  Donc  la  raison  de  Tangle 


compris  par  les  côtés  aa  ^  AS  à  Tangle  com- 
pris entre  0M,  00  est  moindre  que  la  raison 
de  100  à  99.  Mais  Fangle  compris  par  les  cô- 
tés AA,  AS  est  plus  grand  que  la  ^00^  partie 
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d'un  angle  droit;  donc  Tangle  compris  par 
les  côtés  0M y  00  sera  plus  grand  que  les  ^H^ 
d'un  angle  droit.  Donc  cet  angle  sera  plus 
grand  que  le  2o3^  d'un  angle  droit.  Donc  la 
droite  ba  est  plus  grande  que  la  corde  d'un 
arc  de  la  circonférence  du  cercle  abi  divisée 
en  812  parties.  Mais  le  diamètre  du  soleil 
est  égal  à  la  droite  ab;  il  est  donc  évident 
que  le  diamètre  du  soleil  est  plus  grand  que 
le  côté  d'un  polygone  de  mille  côtés. 

Cela  étant  posé^  on  démontre  aussi  que  le 
diamètre  du  monde  est  plus  petit  qu'une  my- 
riade de  fois  le  diamètre  de  la  terre,  et  que 
le  diamètre  du  monde  est  plus  petit  que 
cent  myriades  de  myriades  de  stades.  Car 
puisqu'on  a  supposé  que  le  diamètre  du  so- 
leil n'est  pas  plus  grand  que  trente  fois  le 
diamètre  de  la  lune  ,  et  que  le  diamètre  de 
la  terre  est  plus  grand  que  le  diamètre  de  la 
lune  ,  il  est  évident  que  le  diamètre  du  so- 
leil est  plus  petit  que  trente  fois  le  diamètre 
de  la  terre.  De  plus ,  puisqu'on  a  démontré 
que  le  diamètre  du  soleil  est  plus  grand  que 
le  côté  d'un  polygone  de  mille  côtés  inscrit 
dans  un  grand  cercle  de  la  sphère  du 
monde,  il  est  évident  que  le  contour  du  po- 
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lygone  de  mille  côtés  dont  nous  venons  de 
parlei"  est  plus  petit  que  mille  fois  le  diamètre 
du  soleil.  Mais  le  diamètre  du  soleil  est  plus 
petit  que  trente  fois  le  diamètre  de  la  terre; 
donc  le  contour  de  ce  polygone  est  plus  petit 
que  trois  myriades  de  fois  le  diamètre  de  la 
terre.  Mais  le  contour  de  ce  polygone  est 
plus  petit  que  trois  myriades  de  fois  le  dia- 
mètre de  la  terre  et  plus  grand  que  le  triple 
du  diamètre  du  monde,  parce  qu'il  est  dé- 
montré que  le  diamètre  d'un  cercle  quel- 
conque est  plus  petit  que  la  troisième  partie 
du  contour  d'un  polygone  quelconque  qui 
est  inscrit  dans  ce  cercle ,  et  qui  a  plus  de 
six  côtés  égaux.  Donc  le  diamètre  du  monde 
est  plus  petit  qu'une  myriade  de  fois  le  dia- 
mètre de  la  terre.  Il  est  donc  évident  que  le 
diamètre  du  monde  qui  est  plus  petit  qu'une 
myriade  de  fois  le  diamètre  de  la  terre  sera 
plus  petit  que  cent  myriades  de  myriades  de 
stades.  Mais  nous  avons  supposé  que  le  con- 
tour de  la  terre  ne  surpasse  pas  trois  cents 
myriades  de  stades,  et  le  contour  de  la  terre 
est  plus  grand  que  le  triple  de  son  diamètre, 
parce  que  le  contour  d'un  cercle  quelconque 
est  plus  grand  que  le  triple  de  son  diamètre; 
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il  est  donc  évident  que  le  diamètre  de  la 
terre  est  plus  petit  que  cent  myriades  de 
stades.  Mais  le  diamètre  du  monde  est  plus 
petit  qu'une  myriade  de  fois  le  diamètre  de 
la  terre  ;  il  est  donc  évident  que  le  diamètre 
du  monde  est  plus  petit  que  cent  myriades 
de  myriades  de  stades. 

Voilà  ce  que  nous  avons  supposé  relative- 
ment aux  grandeurs  et  aux  distances ,  et 
voici  ce  que  nous  supposons  relativement 
aux  grains  de  sable.  Soit  un  volume  de  sable 
qui  ne  soit  pas  plus  grand  qu\ine  graine  de 
pavot  ;  que  le  nombre  des  grains  de  sable 
qu'il  renferme  ne  surpasse  pas  une  myriade, 
et  que  le  diamètre  de  cette  graine  de  pavot 
ne  soit  pas  plus  petite  que  la  quarantième 
partie  d'un  doigt. 

Voilà  ce  que  je  suppose ,  et  voici  ce  que 
je  fis  à  ce  sujet.  Je  plaçai  des  graines  de  pavot 
en  droite  ligne  sur  une  petite  règle ,  de  ma- 
nière qu'elles  se  touchassent  mutuellement; 
vingt-cinq  de  ces  graines  occupèrent  une  lon- 
gueur plus  grande  que  la  largeur  d'un  doigt. 
Je  supposai  que  le  diamètre  d'une  graine  de 
pavot  étoit  encore  plus  petit,  et  qu'il  n'étoit 
que  le  quarantième  de  la  largeur  d'un  doigt. 
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afin  de  ne  point  éprouver  de  contradiction 
dans  ce  que  je  m'étois  proposé.  Telles  sont  les 
suppositions  que  nous  faisons.  Mais  je  pense 
qu^il  est  nécessaire  à  présent  d^  exposer  les 
dénominations  de  nombres  ;  si  je  n'en  disois 
rien  dans  ce  livre,  je  craindrois  que  ceux 
qui  n^auroient  pas  lu  celui  que  j^'ai  adressé 
à  Zeuxippe  ne  tombassent  dans  Ferreur. 

On  adonné  des  noms  aux  nombres  jusqu^à 
une  myriade  et  au-delà  d'une  myriade ,  les 
iioms-qu^on  a  donné  aux  nombres  sont  assez 
connus  ,  puivsqu'on  ne  fait  que  répéter  une 
myriade  jusqu'à  dix  mille  myriades. 

Que  les  nombres  dont  nous  venons  de 
parler  et  qui  vont  jusqu'à  une  myriade  de 
myriades  soient  appelés  nombres  premiers , 
et  qu'une  myriade  de  myriades  des  nombres 
premiers  soit  appelée  F  unité  des  nombres 
seconds;  comptons  par  ces  unités,  et  par 
les  dixaines,  les  centaines,  les  milles,  les 
myriades  de  ces  mêmes  unités,  jusqu'à  une 
myriade  de  myriades.  Qu'une  myriade  de 
myriades  des  nombres  seconds  soit  appelée 
Funité  des  nombres  troisièmes;  comptons 
par  ces  unités  ,  et  par  les  dixaines ,  les  cen- 
taines, les  milles,  les  myriades  de  ces  mêmes 
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îinîtés,  jusqu^à  une  myriade  de  myriades; 
qu^une  myriade  de  myriades  des  nombres 
troisièmes  soit  appelée  T unité  des  nombre» 
quatrièmes;  qu'une  myriade  de  myriades  de 
nombres  quatrièmes  soit  appelée  Tunité  des 
nombres  cinquièmes^  et  continuons  de  don- 
ner des  noms  aux  nombres  suivans  jusqu'aux 
myriades  de  myriades  de  nombres  composés 
de  myriades  de  myriades  des  nombres  troi- 
sièmes. 

Quoique  cette  grande  quantité  dénombres 
connus  soit  certainement  plus  que  suffi- 
sante y  on  peut  cependant  aller  plus  loin.  En 
effet,  que  les  nombres  dont  nous  venons  de 
parler  soient  appelés  les  nombres  de  la  pre- 
mière période ,  et  que  le  dernier  nombre 
de  la  première  période  soit  appelé  Funité 
des  nombres  premiers  de  la  seconde  période. 
De  plus,  qu'une  myriade  de  myriades  des 
nombres  premiers  de  la  seconde  période  soit 
appelée  l'unité  des  nombres  seconds  de  la  se- 
conde période;  qu'une  myriade  de  myriades 
des  nombres  seconds  de  la  seconde  période 
soit  appelée  l'unité  des  nombres  troisièmes 
de  la  seconde  période,  et  continuons  de  don- 
ner des  noms^  aux  nombres  suivans  jusqu'à 
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un  nombre  de  la  seconde  période  qui  soit 
égal  aux  myriades  de  myriades  de  nombres 
composés  de  myriades  de  myriades.  De  plus, 
que  le  dernier  nombre  de  la  seconde  période 
soit  appelé  Tunité  des  nombres  premiers  de 
la  troisième  période,  et  continuons  de  don- 
ner des  noms  aux  nombres  suivans  jusqu'aux 
myriades  de  myriades  de  la  période  formée 
d'une  myriade  de  myriades  de  nombres  de 
myriades  de  myriades  (A). 

Les  nombres  étant  ainsi  nommés,  si  des 
nombres  continuellement  proportionnels ,  à 
partir  de  Funité ,  sont  placés  les  uns  à  la 
suite  des  autres,  et  si  le  nombre  qui  est  le 
plus  près  de  Funité  est  une  dixaine,  les  huit 
premiers  nombres ,  y  compris  F  unité ,  seront 
ceux  qu'on  appelle  nombres  premiers  ;  les 
huit  suivans  seront  ceux  qu'on  appelle  se- 
conds et  les  autres  nombres  seront  dénom- 
més de  la  même  manière  d'après  la  distance 
de  .leur  octade  à  Foctade  des  nombres  pre- 
miers.  C'est  pourquoi  le  huitième  nombre  de 
la  première  octade  sera  de  mille  myriades; 
le  premier  nombre  de  la  seconde  octade, 
qui  est  Funité  des  nombres  seconds,  sera  une 
myriade  de  m}'riadcs ,  parce  qu'il  est  décuple 
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de  celui  qui  le  précède;  le  huitième  nombre 
de  la  seconde  octave  sera  de  mille  myriades 
des  nombres  seconds ,  et  enfin  le  premier 
nombre  de  la  troisième  octade  qui  est  Funité 
des  nombres  troisièmes  sera  une  myriade  de 
myriades  des  nombres  seconds,  parce  qu^il 
est  décuple  de  celui  qui  le  précède.  Il  est 
donc  évident  qu^on  aura  plusieurs  octades, 
ainsi  qu^on  Fa  dit. 

Il  est  encore  utile  de  connoître  ce  qui 
suit.  Si  des  nombres  sont  continuellement 
proportionnels  à  partir  de  Funité,  et  si  deux 
termes  de  cette  progression  sont  multipliés 
Fun  par  Fautre ,  le  produit  sera  un  terme  de 
cette  progression  éloignée  d'autant  de  termes 
du  plus  grand  facteur  que  le  plus  petit  fac- 
teur Fest  de  Funité.  Ce  même  produit  sera 
éloigné  de  Funité  d'autant  de  termes  moins 
un  que  les  deux  facteurs  le  sont  ensemble  de 
Funité  (ja). 

En  effet ,  soient  a^b^t^a,  e^z,  h,0,i,k, 
A  certains  nombres  proportionnels  à  partir 
de  Funité;  que  A  soit  Funité.  Que  le  pro- 
duit de  A  par  0  soit  x.  Prenons  un  terme  a 
de  la  progression  éloignée  de  0  d'autant  de 
termes  que  A  Fest  de  Funité.  Il  faut  démon- 
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trer  que  x  est  égal  à  a.  Puisque  les  nombres 
A^B^r^A^  £5^5  H,  0,1,  K,  A  sont  propor- 
tionnels^ et  que  A  est  autant  éloigné  de  A  que 
A  Test  de  0  ,  le  nombre  A  sera  au  nombre 
A  comme  le  nombre  a  est  au  nombre  0; 
mais  A  est  égal  au  produit  de  a  par  A  ;  donc 
A  est  égal  au  produit  de  0  par  A  (y);  donc 
A  est  égal  à  x.  Il  est  donc  évident  que  le 
produit  de  A  par  ©  est  un  terme  de  la  pro- 
gression ,  et  qu'il  est  éloigné  du  plus  grand 
facteTir  d^autant  de  termes  que  le  plus  petit 
J^est  de  Funité.  De  plus  il  est  évident  que  ce 
même  produit  sera  éloigné  dé  Funité  d^au- 
tant  de  termes  moins  un  que  les  facteurs  le 
sont  ensemble  de  Funité.  En  effet,  le  nombre 
des  termes  a^b^f^a^e^z,  h,0  est  égal  au 
nombre  des  ternies  dont  0  est  éloigné  de 
Funité;  et  le  nombre  des  termes  i ,  k  ,  a  est 
plus  petit  d'une  unité  que  le  nombre  des  ter- 
mes dont  0  est  éloigné  de  Funité ,  puisque 
le  nombre  de  ces  termes  avec  0  est  égal  au 
nombre  des  termes  dont  0  est  éloigné  de 
Funité. 

Ces  choses  étant  en  partie  supposées  et  en 
partie  démontrées,  nous  allons  faire  voir  ce 
que  nous  nous  sommes  proposés.  En   eifet , 
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puisque  Ton  a  supposé  que  le  diamètre  d'une 
graine  de  pavot  n'est  pas  plus  petit  que  la 
quarantième  partie  de  la  largeur  d'un  doigt, 
il  est  évident  qu'une  sphère  qui  a  un  diamè- 
tre de  la  largeur  d'un  doigt  n'est  pas  plus 
grande  qu'il  ne  le  faut  pour  contenir  six  my- 
riades et  quatre  mille  graines  de  pavots.  Car 
cette  sphère  est  égale  à  soixante-quatre  fois 
une  sphère  qui  a  un  diamètre  d'un  quaran- 
tième de  doigt;  parce  qu'il  est  démontré  que 
les  sphères  sont  entre  elles  en  raison  triplée 
de  leurs  diamètres.  Mais  on  a  supposé  que 
le  nombre  des  grains  de  sable  contenus  dans 
une  graine  de  pavot  n'étoit  pas  de  plus  d'une 
myriade  ;  il  est  donc  évident  que  le  nombre 
des  grains  de  sable  contenus  dans  une  sphère 
ayant  un  diamètre  de  la  largeur  d'un  doigt 
ne  surpassera  pas  une  m^aiade  de  fois  six 
myriades  et  quatre  mille.  Mais  ce  nombre 
renferme  six  unités  des  nombres  seconds  et 
quatre  mille  myriades  des  nombres  pre- 
miers; ce  nombre  est  donc  plus  petit  que  dix 
unités  des  nombres  seconds. 

Une  sphère  qui  a  un  diamètre  de  cent 
doigts  est  égal  à  cent  myriades  de  fois  une 
sphère  qui  a  yn  diamètre  d'un  doigt,  parce 
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que  les  sphères  sont  en  raison  triplée  de  leurs 
diamètres  (§).  Donc  si  Ton  avoit  une  sphère 
de  sable  dont  le  diamètre  fût  de  cent  doigts, 
il  est  évident  que  le  nombre  des  grains  de 
sable  seroit  plus  petit  que  celui  qui  résulte 
du  produit  de  dix  unités  des  nombres  se- 
conds par  cent  myriades.  Mais  dix  unités 
des  nombres  seconds  sont ,  à  partir  de  Tunité, 
le  dixième  terme  d'une  progression  dont  les 
ternies  sont  décuples  les  uns  des  autres ,  et 
cent  myriades  en  sont  le  septième  terme , 
à  partir  aussi  de  Tunité.  Il  est  donc  évident 
que  le  nombre  qui  résulte  du  produit  de  ces 
deux  nombres  est  le  sixième  terme  de  la  pro- 
gression à  partir  de  Tunité.  Car  on  a  dé- 
montré que  le  produit  de  deux  termes  d'une 
progression  qui  commence  par  un ,  est  dis- 
tant de  Tunité  d'autant  de  termes  moins  un 
que  les  facteurs  ensemble  le  sont  de  l'unité. 
Mais  parmi  ces  seize  termes,  les  huit  pre- 
miers conjointement  avec  l'unité,  appar- 
tiennent aux  nombres  premiers,  et  les  huit 
autres  appartiennent  aux  nombres  seconds, 
et  le  dernier  terme  est  de  mille  myriades  des 
nombres  seconds.  Il  est  donc  évident  que  le 
nombre  des  grains  de  sable  contexms  dans 
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une  sphère  de  cent  doigts  de  diamètre,  est 
plus  petit  que  mille  myriades  des  nombres 
seconds. 

Une  sphère  d^un  diamètre  d\ine  myriade 
de  doigts  est  égal  à  cent  myriades  de  fois  une 
sphère  d^un  diamètre  de  cent  doigts.  Donc , 
si  Ton  avoit  une  sphère  de  sable  d^un  dia- 
mètre d'une  myriade  de  doigts,  il  est  évi- 
^  dent  que  le  nombre  des  grains  de  sable  con- 
tenus dans  cette  sphère  seroit  plus  petit  que 
celui  qui  résulte  du  produit  de  mille  my- 
riades de  nombres  seconds  par  cent  myria- 
des. Mais  mille  myriades  dénombres  seconds 
sont  le  seizième  terme  de  la  progression ,  à 
partir  de  Tunité,  et  cent  myriades  en  sont 
le  septième  terme,  à  partir  aussi  de  Tunité; 
il  est  donc  évident  que  le  nombre  qui  ré- 
sulte du  produit  de  ces  deux  nombres  sera 
le  vingt-deuxième  terme  de  la  progression , 
à  partir  de  Funité.  Mais  parmi  ces  vingt-deux 
termes,  les  huit  premiers  y  compris  Tunité 
appartiennent  aux  nombres  qu'on  appelle 
premiers,  les  huit  suivans  aux  nombres 
qu'on  appelle  seconds,  les  six  restans  à  ceux 
qu'on  appelle  troisièmes,  et  enfin  le  dernier 
terme  est  de  dix  myriades  des  nombres  troi- 
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siènies.II  est  donc  évident  que  le  nombre  des 
grains  de  sable  contenus  dans  une  sphère 
qui  auroit  un  diamètre  de  dix  mille  doigts  , 
ne  seroit  pas  moindre  que  dix  myriades  des 
nombres  troisièmes.  Mais  une  sphère  qui  a 
un  diamètre  d'une  stade  est  plus  petite 
qu'une  sphère  qui  a  un  diamètre  d'une  my- 
riade de  doigts.  Il  est  donc  évident  que  le 
nombre  des  grains  de  sable  contenus  dans 
une  sphère  qui  auroit  un  diamètre  d'une 
stade,  seroit  plus  petit  que  dix  myriades 
des  nombres  troisièmes. 

Une  sphère  qui  a  un  diamètre  de  cent 
stades  est  égal  à  cent  myriades  de  fois  une 
sphère  qui  a  un  diamètre  d'une  stade.  Donc 
si  l'on  avoit  une  sphère  de  sable  aussi  grande 
que  celle  qui  a  un  diamètre  de  cent  stades, 
il  est  évident  que  le  nombre  des  grains  de 
sable  seroit  plus  petit  que  le  nombre  qui  ré- 
sulte du  produit  d\ine  myriade  de  myriades 
des  nombres  troisièmes  par  cent  myriades. 
Mais  dix  myriades  des  nombres  troisièmes 
sont  le  vingt-deuxième  terme  de  la  progres- 
sion à  partir  de  l'unité ,  et  cent  myriades  en 
sont  le  septième  terme  ,  à  partir  aussi  de 
l'unité.  Il  est  donc  évident  que  le  produit  de 
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ces  deux  nombres  est  le  vingt  -  huitième 
terme  de  cette  même  progression  ^  à  partir 
de  l'unité.  Mais  parmi  ces  vingt-liuit  termes, 
les  huit  premiers,  y  compris  Tunité,  appar- 
tiennent aux  nombres  qu'on  appelle  pre- 
miers; les  huit  suivans,  à  ceux  qu'on  appelle 
seconds  ;  les  huit  suivans ,  à  ceux  qu'on 
appelle  troisièmes;  les  quatre  restans,  à  ceux 
qu'on  appelle  quatrièmes,  et  le  dernier  de 
ceux-ci  est  de  mille  unités  des  nombres  qua- 
trièmes. Il  est  donc  évident  que  le  nombre 
des  grains  de  sable  contenus  dans  une  sphère 
d'un  diamètre  de  cent  stades,  seroit  plus 
petit  que  mille  unités  des  nombres  qua- 
trièmes. 

Une  sphère  qui  a  un  diamètre  de  dix 
mille  stades  est  égale  à  cent  myriades  de  fois 
une  sphère  qui  a  un  diamètre  de  cent  stades. 
Donc  si  l'on  avoit  une  sphère  de  sable  qui 
a  un  diamètre  de  dix  mille  stades ,  il  est  évi- 
dent que  le  nombre  des  grains  de  sable  se- 
roit plus  petit  que  celui  qui  résulte  du 
produit  de  mille  unités  des  nombres  qua- 
trièmes par  cent  myriades.  Mais  mille  unités 
des  nombres  quatrièmes  sont  le  vingt-hui- 
tième terme  de  la  progression  ,  à  partir  de 
TOME  II.  17 
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riinité^  et  cent  myriades  en  sont  le  sep- 
tième,  à  partir  aussi  de  Funité.  Il  est  donc 
évident  que  le  produit  sera  le  trente-qua- 
trième terme,  à  partir  de  Funité.  Mais  parmi 
ces  termes  5  les  huit  premiers,  y  compris 
Fanité,  appartiennent  aux  nombres  qu'on 
appelle  premiers;  les  huit  suivans,  à  ceux 
qu'on  appelle  seconds  ;  les  huit  suivans ,  à 
ceux  qu'on  appelle  troisièmes;  les  huit  sui- 
vans y  à  ceux  qu'on  appelle  quatrièmes  ;  les 
deux  restans  ,  à  ceux  qu'on  appelle  cin- 
quièmes ;  et  le  dernier  de  ceux-ci  est  de  dix 
unités  de  nombres  cinquièmes.  Il  est  donc 
évident  que  le  nombre  des  grains  de  sable 
contenus  dans  une  sphère  ayant  un  diamètre 
d'une  mtyriade  de  stades,  seroit  plus  petit, 
que  dix  unités  des  nombres  cinquièmes. 

Une  sphère  qui  a  un  diamètre  de  cent 
myriades  de  stades  est  égal  à  cent  myriades 
de  fois  une  sphère  ayant  un  diamètre  d'une 
myriade  de  stades.  Donc  si  l'on  avoit  une 
sphère  de  sable  ayant  un  diamètre  de  cent 
myriades  de  stades,  il  est  évident  que  le 
nombre  des  grains  de  sable  seroit  plus  petit 
que  le  produit  de  dix  unités  des  nombres 
ciîKjuièmes  par  cent  myriades.  Mais  dix  uni- 
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tés  (les  nombres  cinquièmes  sont  le  trente- 
quatrième  ternie  de  la  progression,  à  partir 
de  l'unité ,  et  cent  myriades  sont  le  sep- 
tième terme,  à  partir  aussi  de  Tunité.  Il  est 
donc  évident  que  le  produit  de  ces  deux 
nombres  sera  le  quarantième  terme  de  la 
progression  ,  à  partir  de  Tunité.  Mais  parmi 
ces  quarante  termes  ,  les  huit  premiers ,  y 
compris  Funité,  appartiennent  aux  nom- 
bres qu'on  appelle  premiers  ;  les  huit  sui- 
vans,  à  ceux  qu'on  appelle  seconds;  les 
liuit  suivans,  à  ceux  qu'on  appelle  troisiè- 
mes ;  les  huit  qui  suivent  les  nombres  troi- 
sièmes, à  ceux  qu'on  appelle  quatrième^; 
les  huit  qui  suivent  les  nombres  quatrièmes  , 
à  ceux  qu'on  appelle  cinquièmes,  et  le  der- 
nier de  ceux-ci  est  de  mille  myriades  de 
nombres  cinquièmes.  Il  est  donc  évident  que 
le  nombre  des  grains  de  sable  contenus  dans 
une  sphère  ayant  un  diamètre  de  cent  my- 
riades de  stades  seroit  plus  petit  que  mille 
myriades  des  nombres  cinquièmes. 

Une  sphère  qui  a  un  diamètre  d'une  my- 
riade de  myriades  de  stades  est  égale  à  cent 
myriades  de  fois  une  sphère  ayant  un  dia- 
mètre de  cent  myriades  de  stades.  Si   donc 
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Ton  avoit  un  sphère  de  sable  dont  le  dia- 
mètre fut  d^ine  myriade  de  myriades  de  sta- 
des, il  est  évident  que  le  nombre  des  grains 
de  sable  seroit  plus  petit  que  le  produit  de 
mille  myriades  de  nombres  cinquièmes  par 
<;ent  myriades.  Mais  mille  myriades  des  nom- 
bres cinquièmes  sont  le  quarantième  terme 
de  la  progression,  à   partir   de  Tunité,  et 
cent    myriades  sont  le  septième,    à   partir 
aussi  de  Tunité.  Il  est  donc  évident  que  le 
produit  de  ces  deux  nombres  est  le  quarante- 
sixième  de  la  progression,  à  partir  de  Tunité. 
Mais  parmi  ces  quarante-six  termes,  les  huit 
premiers ,  y  compris  Funité ,  appartiennent 
aux   nombres  qu'on  appelle  premiers;  les 
huit  sui vans,  à  ceux  qu'on  appelle  seconds; 
les  huit  suivans,  à  ceux  qu'on  appelle  troi- 
sièmes; les  huit  qui    suivent  les  nombres 
troisiejnes ,  à  ceux  qu'on  appelle  quatriè- 
mes; les  huit  qui  viennent  après  les  nom- 
bres quatrièmes ,  à  ceux  qu'on  appelle  cin- 
quièmes; les  six  restans  à  ceux  qu'on  appelle 
sixièmes ,  et  le  dernier  de  ceux-ci  est  de  dix 
myriades  des  nombres  sixièmes.  Il  est  donc 
évident  que  le  nombre  des  grains  de  sable 
contenus  dans  une  sphère  qui  auroit  un  dia- 
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mètre  de  dix  mille  myriades  de  stades^  se- 
roit  plus  petit  que  dix  myriades  des  nombres 
sixièmes. 

Une  sphère  qui  a  un  diamètre  de  cent 
myriades  de  myriades  de  stades  est  égal  à 
cent  myriades  de  fois  une  sphère  qui  a  un 
diamètre  d^une  myriade  de  myriades  de  sta- 
des. Si  donc  Ton  avoit  une  sphère  de  sable 
dont  le  diamètre  fût  de  cent  myriades  de 
myriades ,  il  est  évident  que  le  nombre  des 
grains  de  sable  seroit  plus  petit  que  le  pro- 
duit de  dix  myriades  des  nombres  sixièmes 
par  cent  myriades.  Mais  dix  mj^riades  des 
nombres  sixièmes  sont  le  quarante-sixième 
terme  de  la  progression ,  à  partir  de  l'unité , 
et  cent  myriades  en  sont  le  septième ,  à  par^ 
tir  aussi  de  T  uni  té  ;  il  est  donc  évident  que 
le  produit  de  ces  deux  nombres  sera  le  cin- 
quante-deuxième terme  de  la  progression ,  à 
partir  de  Funité.  Mais  parmi  ces  cinquante- 
deux  termes,  les  quarante-huit  premiers,  y 
compris  l'unité,  appartiennent  aux  nombres 
qu'on  appelle  premiers,  seconds, troisièmes, 
quatrièraes,cinquièmes  et  sixièmes,  les  quatre 
restans  appartiennent  aux  nombres  septiè- 
mes, et  le  dernier  de  ceux-ci  est  de  mille 
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unités  des  nombres  septièmes.  Il  est  donc 
évident  que  le  nombre  des  grains  de  sable 
contenus  dans  une  sphère  ayant  un  diamètre 
de  cent  myriades  de  myriades  de  stades ,  sera 
plus  petit  que  mille  unités  des  nombres  sep- 
tièmes. 

Puisque  Ton  a  démontré  que  le  diamètre 
du  monde  n^est  pas  de  cent  myriades  de  my- 
riades^ il  est  évident  que  le  nombre  des 
grains  de  sable  contenus  dans  une  sphère 
égale  à  celle  du  monde  ,  est  plus  petit  que 
mille  unités  de  nombres  septièmes.  On  a 
donc  démontré  que  le  nombre  des  grains  de 
sable  contenus  dans  une  sphère  égale  en 
grandeur  à  celle  que  la  plupart  des  astrono- 
mes appellent  monde,  seroit  plus  petit  que 
mille  unités  des  nombres  septièmes. 

Nous  allons  démontrer  à  présent  que  le 
nombre  des  grains  de  sable  contenus  dans 
une  sphère  aussi  grande  que  la  sphère  des 
étoiles  fixes,  supposée  par  Aristarque,  est  plus 
petit  que  mille  myriades  des  nombres  hui- 
tièmes. En  effet,  puisque  Fon  suppose  que  la 
terre  est  à  la  sphère  que  nous  appelons  le 
monde  comme  la  sphère  que  nous  appelons 
le  monde  est  à  la  sphère  des  étoiles  fixes  sup- 
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posée  par  Aristarque;  que  les  diamètres  des 
sphères  sont  proportionnels  entre  eux  et  que 
Von  a  démontré  que  le  diamètre  du  monde 
est  plus  petit  qu'une  myriade  de  fois  le  dia- 
mètre de  la  terre ,  il  est  évident  que  le  dia- 
mètre de  la  sphère  des  étoiles  fixes  est  plus 
petit  que  dix  mille  fois  le  diamètre  du 
monde.  Mais  les  sphères  sont  entre  elles  en 
raison  triplée  de  leurs  diamètres;  il  est  donc 
évident  que  le  nombre  des  grains  de  sable 
contenus  dans  une  sphère  aussi  grande  que 
la  sphère  des  étoiles  fixes^  supposée  par  Aris- 
tarque^ seroit  plus  petit  qu\ine  inyriade  de 
myriades  de  myriades  de  fois  la  sphère  du 
monde;  car  il  a  été  démontré  que  le  nombre 
des  grains  de  sable  qui  feroient  un  volun:ie 
égal  au  monde  est  plus  petit  que  mille  uni- 
tés de  nombres  septièmes.  Il  est  donc  évident 
que  si  Ton  formoit  de  sable  une  sphère  égala 
à  celle  qu'Aristarque  suppose  être  celle  des 
étoiles  fixes ,  le  nombre  des  grains  de  sable 
seroit  plus  petit  que  le  produit  de  mille  uni- 
tés des  nombres  septièmes  par  une  myriade 
de  myriades  de  myriades.  Mais  mille  unités 
des  nombres  septièmes  est  le  cinquante- 
deuxième  terme  de  la  progression  à  partir 
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de  l^unité,  et  une  myriade  de  myriades  de 
myriades  en  est  le  treizième^  à  partir  aussi 
de  Tunité,-  il  est  donc  évident  que  le  pro- 
duit sera  le  soixante-quatrième  terme  de  la 
progression.  Mais  ce  nombre  est  le  huitième 
des  nombres  huitièmes ,  c'est-à-dire  qu'il  est 
de  mille  myriades  des  nombres  huitièmes; 
il  est  donc  évident  que  le  nombre  des  grains 
de  sable  contenus  dans  une  sphère  aussi 
grande  que  celle  des  étoiles  fixes  supposée 
par  Aristarque ,  est  plus  petit  que  mille  my- 
riades des  nombres  huitièmes  (o). 

Je  pense,  ô  roi  Gélon,  que  ces  choses  ne 
paroîtront  pas  très-croyables  à  beaucoup  de 
personnes  qui  ne  sont  point  versées  dans  les 
sciences  mathématiques;  mais  elles  seront 
démontrées  pour  ceux  qui  ont  cultivé  ces 
sciences  et  qui  se  sont  appliqués  à  connoître 
,]es  distances  et  les  grandeurs  de  la  terre,  du 
soleil ,  de  la  lune  et  du  monde  entier.  C'est 
pourquoi  j'ai  pensé  qu'il  ne  seroit  pas  in- 
convenant que  d'autres  les  considérassent  de 
nouveau. 

riN    DE    L'ARÉNAIRE. 


DES   CORPS 

QUI    SONT 

PORTÉS  SUR  UN  FLUIDE 


LIVRE    PREMIER. 

HYPOTHÈSE    PREMIÈRE. 

vJn  suppose  que  la  nature  crun  fluide  est 
telle  que  ses  parties  étant  également  placées 
et  continues  entre  elles ,  celle  qui  est  moins 
pressée  est  chassée  par  celle  qui  Test  davan- 
tage. Chaque  partie  du  fluide  est  pressée  par 
le  fluide  qui  est  au-dessus  suivant  la  verticale, 
soit  que  le  fluide  descende  quelque  part,  soit 
qu'il  soit  chassé  d'un  lieu  dans  un  autre. 

PROPOSITION    I. 

Si  une  surface  est  coupée  par  un  plan 
toujours  par  le  même  point,  et  si  la  sec- 
tion est  une  circonférence  de  cercle,  avant 
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pour  centre  le  point  par  lequel  passe  le  plan 
coupant,  cette  surface  sera  une  surface  sphé- 
rique. 

Qu^une  surface  soit  coupée  par  un  plan 
mené  par  le  point  k;  et  que  la  section  soit 
toujours  une  circonférence  de  cercle,  ayant 
pour  centre  le  point  k.  Je  dis  que  cette  sur- 
face est  une  surface  spliérique. 

Car  si  cette  surface  nVst  pas  spliérique, 
les  droites  menées  du  point  k  à  cette  sur- 
face ne  seront  pas  toutes  égales.  C'est  pour- 
quoi ,  que  A ,  B  soient  des  points  dans  cette 
surface,  et  que  les  droites  ak  ,  kb  soient  iné- 
gales. Par  les  droites  ak  ,  kb  conduisons  un 


plan  qui  fasse,  dans  cette  surface,  une  sec- 
ction  qui  soit  la  ligne  dabc.  La  ligne  dabc 
sera  une  circonférence  de  cercle  qui  aura 
pour  centre  le  point  k;  parce  que  Ton  a  sup- 
posé que  la  section  de  cette  surface  étoit  un 
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cercle.  Donc  les  droites  ak  ,  kb  sont  égales 
entre  elles.  Mais  elles  sont  inégales;  ce  qui 
est  impossible.  Il  est  donc  évident  que  cette 
surface  est  une  surface  spliérique. 

PROPOSITION    IL 


La  surface  de  tout  fluide  en  repos  est 
spliérique  ;  et  le  centre  de  cette  surface  spbé- 
1  ique  est  le  même  que  le  centre  de  la  terre. 

Supposons  un  fluide  en  repos.  Que  sa  sur- 
face soit  coupée  par  un  plan  conduit  par  le 
centre  de  la  terre.  Que  le  centre  de  la  terre 
soit  le  point  k^  et  que  la  section  de  cette  sur- 
face soit  la  ligne  abcd.  Je  dis  que  la  ligne 


VAX 


ABCD  est  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  est  le 
point  K. 

Car  si  cela  n'est  pas,  les  droites  menées 
du  point   K    il  la  ligne  abcd  ne  seront  pas 
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égales.  Prenons  une  droite  bk  plus  grande 
que  certaines  droites  menées  du  point  k  à  la 
ligne  ABCD^  mais  plus  petite  que  certaines 
autres;  et  du  centre  k,  avec  un  intervalle 


VAX 


égal  à  cette  droite ,  décrivons  un  arc  de  cer- 
cle. L^arc  de  ce  cercle  sera  en  partie  en  de- 
hors de  la  ligne  abcd  et  en  partie  en  de- 
dans; puisque  le  rayon  de  cet  arc  est  plus 
grand  que  certaines  droites  meilées  du  point 
K  à  la  ligne  abcd,  et  plus  petit  que  certaines 
autres.  Que  fbii  soit  Tare  de  cercle  dont  nous 
venons  de  parler.  Ayant  joint  les  points  b,  k, 
menons  les  droites  fk,  khe  qui  fassent  des 
angles  égaux  avec  la  droite  kb.  Du  centre  k 
décrivons,  dans  un  plan  et  dans  le  fluide, 
un  arc  xop.  Les  parties  du  fluide  qui  sont 
dans  Farc  xop  sont  également  placées  et 
continues  entre  elles.  Mais  les  parties  qui  sont 
dans  l'arc  xo  sont  pressées  par  le  fluide  qui 
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est  contenu  dans   abox,  et  les  parties  qui 
sont  dans  Tare  op  sont  pressées  par  le  fluide 
qui  est  contenu  dans  bepo.  Donc  les  parties 
du  fluide  qui  sont  dans  Tare  xo  et  dans  Farc 
OP  sont  inégalement  pressées.  Donc  celles  qui 
sont  moins  pressées  seront  chassées  par  celles 
qui  le  sont  davantage  {Jiyp- 1)-  Donc  le  fluide 
ne  restera  pas  en  repos.  Mais  on  a  supposé 
qu'il  étoit  en  repos;  il  faut  donc  que  la  ligne 
ABCD  soit  un  arc  de  cercle  ayant  pour  centre 
le  point  K.  De  quelque  manière  que  la  sur- 
face du  fluide  soit  coupée  par  un  plan  con- 
duit par  le  centre  de  la  terre,  nous  démon- 
trerons sembl ablernen t  que  la   section  sera 
une  circonférence    de    cercle ,    et  que  son 
centre  sera  le  même  que  celui  de  la  terre. 
D'où    il    suit   évideinment   que  ]a  surface 
d'un  fluide  en  repos  est  sphérique ,   et  que 
le  centre  de  cette  surface  est  le  même  que 
le  centre  de  la  terre  ;  puisque  cette  surface 
est   telle  qu'étant  coupée    toujours   par    le 
même  point,  sa  section  est  un  arc  de  cercle  , 
•    ayant  pour  centre  le  point  par  lequel  passe 
le  plan  coupant. 
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PROPOSITION    II L 

Si  un  corps  qui ,  sous  un  volume  égal ,  a 
la  même  pesanteur  qu'un  fluide  (a),  est  aban- 
donné dans  ce  fluide  ,  il  s'y  plongera  jusqu'à 
ce  qu'il  n'en  reste  rien  hors  de  la  surface 
du  fluide;  mais  il  ne  descendra  point  plus 
bas. 

Soit  un  corps  de  même  pesanteur  qu'un 
fluide.  Supposons  ,  si  cela  est  possible ,  que 
ce  corps  étant  abandonné  dans  ce  fluide, 
une  partie  reste  au-dessus  de  sa  surface.  Que 
ce  fluide  soit  en  repos.  Supposons  un  plan 
qui  ,  étant  conduit  par  le  centre  de  la  terre, 
coupe  le  fluide  et  le  corps  plongé  dans  ce 
fluide,  de  manière  que  la  section  de  la  surface 
du  fluide  soit  abcd  et  que  la  section  de  ce 
corps  soit  EHTF.  Que  le  centre  de  la  terre 
soit  le  point  k.  Que  bhtc  soit  la  partie  du 
corps  qui  est  dans  le  fluide  ,  et  que  befc  soit 
la  x^artie  qui  est  en  dehors.  Supposons  une 
pyramide ,  qui  ait  pour  base  un  parallélo- 
gramme placé  dans  la  surface  du  fluide  [£) , 
et  pour  sommet  le  centre  de  la  terre.  Que 
les  sections  des  faces  de  la  pyramide  ,  par 
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le  plan  dans  lequel  est  Faix  ^bcd,  soient 
KL,  KM.  Dans  le  fluide  et  au-dessous  de  ef, 
TH,  supposons  une  autre  surface  sphérique 


xop ,  ayant  le  point  k  pour  centre,  de  ma- 
nière que  XOP  soit  la  section  de  sa  surface 
par  le  plan  de  l'arc  abcd.  Prenons  une  autre 
pyramide  égale  et  semblable  à  la  première; 
qu'elle  lui  soit  contiguë  et  continue ,  et  que 
les  sections  de  ses  plans  soient  km  ,  kn.  Sup- 
posons dans  le  fluide  un  autre  solide  rsqy 
composé  du  fluide,  et  égal  et  semblable  à 
BHTC  qui  est  la  partie  du  corps  ehtf  plongé 
dans  le  fluide.  Les  parties  du  fluide  qui,  dans 
la  première  pyramide,  sont  contenues  dans 
la  surface  xo  et  qui  dans  la  seconde  pyra- 
mide sont  contenues  dans  la  surface  op,  sont 
également  placées  et  continues  entre  elles; 
mais  elles  ne  sont  pas  semblablement  pres- 
sées.   Car  les  parties  du  fluide   contenues 
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dans  xo  sont  pressées  par  le  corps  ehtf,  et 
par  le  fluide  placé  entre  les  surfaces  xo,  lm 
et  entre  les  faces  de  la  pyramide  ,•  et  les  par- 


ties contenues  dans  po  sont  pressées  par  le 
solide  RSQY  et  par  le  fluide  placé  entre  op* 
PM  5  et  entre  les  faces  de  la  pyramide.  Mais 
la  pesanteur  du  fluide  placé  entre  mn,  op 
est  plus  petite  que  la  pesanteur  du  fluide 
placé  entre  lm,  xo  solide;  car  le  solide  rsqy 
est  plus  petit  que  le  solide  ehtf  ,  puisque 
RSQY  est  égal  à  bhtc  ,  et  Fon  a  supposé  que  ^ 
sous  un  volume  égal,  le  corps  plongé  dans 
le  fluide  a  la  même  pesanteur  que  ce  fluide. 
Donc  si  on  retranche  les  parties  égales ,  les 
restes  seront  inégaux.  Il  est  donc  évident 
que  la  partie  du  fluide  contenue  dans  la  sur- 
face OP  sera  chassée  par  la  partie  qui  est 
contenue  dans  la  surface  xo  ;  et  que  le  fluide 
ne  restera  pas  en  repos  (i).  Mais  on  a  sup- 
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pose  qu'il  étoit  en  repos;  donc  il  ne  reste 
rien  du  corps  plongé  dans  le  fluide,  au- 
dessus  de  la  surfilée  de  ce  fluide.  Cependant 
ce  corps  ne  descendra  point  plus  bas  ;  car 
les  parties  du  fluide^  étant  également  placées, 
le  pressent  semblablement,  puisque  ce  corps 
à  la  même  pesanteur  que  le  fluide. 

PROPOSITION    IV. 

Si  un  corps  plus  léger  qu^un  fluide  est 
abondonné  dans  ce  fluide,  une  partie  de  ce 
corps  restera  au-dessus  de  la  surface  de  ce 
fluide. 

Soit  un  corps  plus  léger  qu'un  fluide  ; 
que  ce  corps  abandonné  dans  ce  fluide  soit 
submergé  tout  entier,  si  cela  est  possible,  de 
manière  que  nulle  partie  de  ce  corps  ne  soit 
au-dessus  de  la  surface  du  fluide.  Que  le 
fluide  soit  en  repos.  Supposons  un  plan  qui, 
étant  conduit  par  le  centre  de  la  terre,  coupe 
le  fluide  et  le  corps  plongé  dans  ce  fluide. 
Que  la  section  de  la  surface  du  fluide  soit 
Tare  de  cercle  abc,  et  la  section  du  corps,  la 
figure  où  est  la  lettre  r.  Que  le  centie  de 
la  terre  soit  k.  Supposons,  comme  aupara- 
T  o  M  E  1 1.  18 
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vant,  une  certaine  pyramide  qui  comprenne 
la  figure  r,  et  dont  le  sommet  soit  le  point 
K,  Que  les  faces  de  cette  pyramide  soient 
coupés  par  le  plan  ABC,  suivant  ak,  kb;  et 


prenons  une  autre  pyramide  qui  lui  soit 
égale  et  semblable ,  et  dont  les  plans  soient 
coupés  par  le  plan  abc  ,  suivant  les  droites 
BK ,  Kc.  Dans  le  fluide  et  au-dessous  du 
corps  plongé  dans  le  fluide,  imaginons  une 
surface  spliérique,  ayant  pour  centre  le  point 
K,  et  que  cette  surface  sphérique  soit  coupée 
par  le  même  plan  abc  suivant  xop.  Enfin , 
supposons  dans  la  dernière  pyramide  un  so- 
lide H  qui  soit  composé  du  fluide  et  qui  soi  t 
égal  au  corps  r.  Les  parties  du  fluide  qui , 
dans  la  première  pyramide ,  sont  contenues 
dans  la  surface  xo ,  et  qui ,  dans  la  seconde 
pyramide,  sont  contenues  dans  la  surface 
pp,  sont  également  placées  et  continues  entre 
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elles  y  et  cependant  elles  ne  sont  pas  sembla- 
blement  pressées  ;   car  celles  qui  sont  dans  la 
première  pyramide  sont  pressées  par  le  corps 
R  et  par  le  fluide  contenu  dans  cette  pyra- 
mide en  ABOX ,  et  celles  qui  sont  dans  la  se- 
conde pyramide  sont  pressées  par  le  corps  h 
et  par  le  fluide  contenu  dans  cette  pyramide 
en  POBc.  Mais  la  pesanteur  du  corps  r  est 
plus  petite  que  la  pesanteur  du  fluide  con- 
tenu dans  H ,  puisque  le  corps  ^  sous  un  égal 
volume^  est  supposé  plus  léger  que  le  fluide. 
Mais  la  pesanteur  du  fluide  qui  contient  le 
solide  R  est  égal  à  la  pesanteur  du  fluide  qui 
contient  le  solide  h  ,  puisque  les  pyramides 
sont  égales.  Donc  la  partie  du  fluide  qui  est 
dans  la  surface  op  est  pressée  davantage.  Donc 
cette  partie  chassera  la  partie  moins  pres- 
sée, et  le  fluide  ne  restera  pas  en  repos  (i). 
Mais  on  a  supposé  que  le  fluide  étoit  en  re- 
pos ;  donc  le  corps  ne  sera  pas  entièrement 
submergé ,  et  une  partie  de  ce  corps  restera 
au-dessus  de  la  surface  du  fluide. 
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PROPOSITION    V. 

Si  un  corps  plus  léger  qu'un  fluide  est 
abandonné  dans  ce  fluide,  il  s'y  enfoncera 
jusqu'à  ce  qu'un  volume  de  liquide  égal  au 
volume  de  la  partie  du  corps  qui  est  en- 
foncé ait  la  même  pesanteur  que  le  corps 
entier. 

Faisons  la  même  construction  qu'aupa- 
ravant. Que  le  fluide  soit  en  repos ,  et  i^i^e 
le  corps  EHTF  soit  plus  léger  que  le  fluide.  Si 
le  fluide  est  en  repos ^  ses  parties,  qui  sont 


E^^\nJ^ 


également  placées,  seront  semblablement 
pressées.  Donc  le  fluide  contenu  dans  les 
surfaces  xo,  dp  est  semblablement  pressé. 
Donc  le  fluide  contenu  dans  les  surfaces  xo , 
DP,  est  pressé  par  un  poids  égal. 

Mais  la  pesanteur  du  fluide   qui  est  dans 
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la  première  pyramide,  le  corps  bhtc  ex- 
cepté, est  égale  à  la  pesanteur  du  fluide  qui 
est  placé  dans  la  seconde  pyramide ,  le  fluide 
RSQY  excepté.  Il  est  donc  évident  que  la  pe- 
santeur du  corps  EHTF  cst  égale  à  la  pesan- 
teur du  fluide  rsqy.  D^où  il  suit  qu'un  vo- 
lume du  fluide  égale  à  la  partie  du  corps  qui 
est  enfoncée  a  la  même  pesanteur  que  le 
corps  entier. 

PROPOSITION    VI. 

Si  un  corps  plus  léger  qu'un  fluide  est 
enfoncé  dans  ce  fluide,  ce  corps  remontera 
avec  une  force  d'autant  plus  grande  ,  qu'un 
volume  égal  du  fluide  sera  plus  pesant  que 
ce  corps. 

Que  le  corps  a  soit  plus  léger  qu'un  fluide; 
que  B  soit  la  pesanteur  du 
corps  A,  et  que  bc  soit  la  pe- 
santeur d'une  partie  du 
fluide  ,  ayant  un  volume 
égal  à  celui  de  a.  Il  faut 
démontrer  que  le  corps  a, 
étant  enfoncé  dans  le  fluide,  remontera  avec 
une  vitesse  d'autant  plus  grande  que  la  pe- 
santeur G  est  plus  grande. 


ß 


T 


ß 
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Prenons  une  grandeur  d  dont  la  pesan- 
teur soit  égale  à  c.  Une  grandeur  composée 
de  Tune  et  de  Fautre  grandeur  ^  c'est-à-dire 
de  A  et  de  D  sera  plus  légère  que  le  fluide; 
car  la  pesanteur  de  la  grandeur  composée  de 
AD  est  BC.  Mais  la  pesanteur  d'une  partie  du 
fluide  aj'ant  un  volume  égal  à  celui  de  ces 
deux  grandeurs  est  plus  grande  que  bc,  parce 
que  BC  est  la  pesanteur  d'une  partie  du  fluide 
ayant  un  volume  égal  à  ce- 
lui de  A.  Donc  si  Ton  aban- 
donne dans  le  fluide  la  gran- 
deur composée  de  ad  ,  elle 
s'y    enfoncera   jusqu'à    ce 
qu'un    volume   du    fluide 
égal  à  la  partie  submergée   ait  une  pesan- 
teur égale   à  celle  de  la  grandeur  entière, 
ainsi  que  cela  a  été  démontré  (5). Que  la  sur- 
face d'un  fluide  quelconque  soit  une  portion 
de  la  circonférence  efgh.  Puisqu'un  volume 
d'une  partie  du  fluide  égal  à  celui  du  corps 
A  a  la  même  pesanteur  que  les  grandeurs  a 
et  D  5  il  est  évident  que  la  partie  submergée 
est  le  corps    v  ,  et  que  d  tout  entier  est  hors 
de  la  surface  du  fluide.  Il  est  donc  évident 
que  le  corps  a  remonte  avec  une  force  égale 
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à  la  force  d  qui  est  au-dessus  de  efgh  et  qui 
le  presse  en  bas  ;  puisque  Tune  de  ces  forces 
n^est  point  détruite  par  Tautre.  Mais  la  gran- 
deur D  est  portée  en  bas  avec  une  pesanteur 
égale  à  c  ;  car  on  a  supposé  que  la  pesanteur 
D  est  égale  à  c.  Donc  la  proposition  est  évi- 
dente. 

PROPOSITION    VIL 

Si  un  corps  plus  pesant  qu'un  fluide  est 
abandonné  dans  ce  fluide,  il  sera  porté  en 
bas  jusqu'à  ce  qu'il  soit  au  fond;  et  ce  corps 
sera  d'autant  plus  léger  dans  ce  fluide,  que 
la  pesanteur  d'une  partie  du  fluide  ,  ayant  le 
même  volume  que  ce  corps,  sera  plus  grande. 

Il  est  évident  qu'un  corps  plus  pesant 
qu'un  fluide,  étant  abandonné  dans  ce  fluide, 
sera  porté  en  bas,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  au 
fond  ;  car  les  parties  du  fluide  qui  sont  au- 
dessous  sont  plus  pressées  que  les  parties  qui 
leur  sont  également  adjacentes;  puisque  l'on 
a  supposé  que  le  corps  est  plus  pesant  que 
le  fluide. 

L'on  démontrera  que  le  corps  est  plus 
léger  de  la  manière  suivante.  Soit  un  solide 
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A  plus  pesant  que  le  fluide  ;  que  bc  soit  la 
pesanteur  du  corps  a  ,  et  que  b  soit  la  pesan- 
teur d'aune  partie  du  fluide,  ayant  un  vo- 
lume égal  à  celui  de  a.  Il  faut  démonlrer 
que  le  corps  a,  plongé  dans 
le  fluide,  a  une  pesanteur 


égaie  a  c. 


B 

A 

'      D 

C 

--     ,     - 

'  Prenons  une  autre  gran- 
deur D  qui  soit  plus  légère 
que  le  fluide  ,  et  dont  la  pe- 
santeur soit  égale  à  b;  que 
BC  soit  la  pesanteur  d^une  portion  du  fluide, 
ayant  un  volume  égal  à  la  grandeur  d.  Les 
deux  grandeurs  a  ,  d  étant  réunies ,  la  gran- 
deur composée  de  ces  deux  grandeurs  aura 
la  même  pesanteur  que  le  fluide.  Car  la  pe- 
santeur de  la  somme  de  ces  deux  grandeurs 
est  égale  à  la  somine  des  pesanteurs  bc  et  B. 
Mais  la  pesanteur  d\ine  portion  du  fluide, 
ayant  un  volume  égal  à  la  somme  de  ces 
deux  grandeurs ,  est  égale  à  la  somme  des 
pesanteurs  ;  donc  ces  grandeurs  étant  aban- 
données et  plongées  dans  le  fluide,  auront  la 
même  pesanteur  que  le  fluide  ,  et  elles  ne 
seront  portées  ni  en  haut  ni  en  bas;  parce 
que  la  grandeur  a  ,  qui  est  plus  pesante  que 
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le  fliüde,  sera  portée  en  has^  et  reportée  en 
]iaut  avec  la  même  force  par  la  grandeur 
D.  Mais  la  grandeur  d  ,  plus  légère  que  le 
fluide ,  sera  portée  en  haut  avec  une  force 
égale  à  la  pesanteur  c  ;  car  on  a  démontré 
qu'un  corps  plus  léger  que  le  fluide  est  porté 
en  haut  avec  une  force  d'autant  plus  grande^ 
qu'une  partie  du  fluide  ayant  un  volume 
égal  à  ce  corps,  est  plus  pesante  que  ce  même 
corps.  Mais  une  portion  du  fluide  qui  a  un 
volume  égal  à  d  est  plus  pesant  que  d  de  la 
pesanteur  c  ;  il  est  donc  évident  que  le  corps 
A  est  porté  en  bas  avec  une  pesanteur  égale 
à  c.  Ce  qu'il  falloit  démontrer, 

HYPOTHÈSE    IL 

Nous  supposons  que  les  corps  qui ,  dans  un 
fluide^  sont  portés  en  haut,  le  sont  chacun 
suivant  la  verticale  qui  passe  parleurs  cen- 
tres de  gravité. 
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PROPOSITION    VIII. 

Si  une  grandeur  solide  qui  est  plus  légère 
qu^m  fluide  ^  et  qui  a  la  figure  d^un  segment 
sphérique  ,  est  abandonnée  dans  un  fluide , 
de  manière  que  la  base  du  segment  ne  touche 
point  le  fluide,  le  segment  sphérique  se  pla- 
cera de  manière  que  Taxe  du  segment  ait 
une  position  verticale.  Si  Fon  incline  le  seg- 
ment de  manière  que  la  base  du  segment 
touche  le  fluide ,  il  ne  restera  point  incliné , 
s'il  est  abandonné  à  lui-même  ,  et  son  axe 
reprendra  une  position  verticale  C*"). 

((  Supposons  qu^une  grandeur  telle  que 
celle  dont  nous  venons  de  parler  ,  soit  aban- 
donnée dans  un  fluide.  Conduisons  un  plan 
par  Taxe  du  segment  et  par  le  centre  de  la 
terre.  Que  la  section  de  la  surface  du  fluide 
soit  farc  abcd;  que  la  section  de  la  surface 
du  segment  soit  Tare  efh;  que  eh  soit  une 
droite  5  et  que  ft  soit  Faxe  du  segment.  Que 


(*)  La  démonstration  de  cette  proposition  est  de 
Fréd.  Commandin.  Celle  d'Archimède  n'est  point  par- 
venue jusqu'à  nous. 
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le  segment  soit  incliné  de  manière  que  son 
axe  FT  n^ait  pas  une  position  verticale.  Il  faut 
démontrer  que  le  segment  ne  restera  point 


en  repos ,  et  que  son  axe  reprendra  une  po- 
sition verticale. 

))  Le  centre  de  la  sphère  est  dans  la  droite 
FT.  Supposons  d^abord  que  le  segment  soit 
plus  grand  que  la  moitié  de  la  sphère.  Que 
le  point  T  soit  le  centre  de  la  sphère^  dans  la 


\ 
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demi-sphère;  que  dans  un  segment  plus  petit 
le  centre  soit  p^  et  que  dans  un  segment  plus 
grand  le  centre  soit  le  point  k.  Par  le  point 
K  et  par  le  centre  de  la  terre  l,  menons  la 
droite  kl  qui  coupe  Tare  efh  au  point  n. 
Puisqu'un  segment  sphérique  quelconque  a 
son  axe  dans  la  droite  menée  du  centre  per- 
pendiculairement sur  sa  base,  et  qu'il  a  aussi, 
dans  son  axe,  son  centre  de  gravité,  Taxe  de 
la  partie  submergée  qui  est  composée  de  deux 
segmens  sphériques ,  sera  dans  la  verticale 
menée  par  le  point  k.  D'où  il  suit  que  son 
centre  de  gravité  sera  dans  la  droite  nk.  Sup- 
posons qu'il  soit  en  r.  Or  le  centre  de  gravité 
du  segment  entier  est  dans  la  ligne  f+  entre 
K  et  F.  Qu'il  soit  en  x.  Le  centre  de  gravité 
du  reste  du  segment  qui  est  hors  du  fluide 
sera  dans  la  ligne  RX,  prolongé  vers  le  point 
X,  jusqu'à  ce  que  son  prolongement  soit  à 
RX  comme  la  pesanteur  de  la  pai  tie  plongée 
dans  le  fluide  est  à  la  pesanteur  de  la  partie 
qui  est  hors  du  fluide  (a).  Que  le  points  soit 
le  centre  de  gravité  de  la  figure  dont  nous 
venons  de  parler,  et  par  le  point  s  condui- 
sons la  verticale  ls.  La  figure  qui  est  hors 
du  fluide  sera  portée  en  bas,  par  sa  pesan- 
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teur^  suivant  la  droite  sl,  et  la  partie  sub- 
mergée sera  portée  en  liaut  suivant  la  droite 
KL  {hyp,  2).  Donc  la  figure  ne  restera  pas  en 


repos ,  puisque  les  parties  qui  sont  vers  e  se- 
ront portées  en  bas ,  et  celles  qui  sont  vers 
H  seront  portées  en  haut  {^hyp,  2),  et  ceJa 
continuera  jusqu'à  ce  que  la  droite  ft  ait 
une   position   verticale.  On  démontrera  la 
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inêiiie  chose  dans  les  autres  segiuens  sphé- 
riques. 

PROPOSITION    IX. 

Si  un  segment  spliériqne  plus  léger  qu^un 
fluide  est  abandonné  dans  ce  fluide,  de  ma- 
nière que  la  base  entière  soit  dans  le  fluide, 
il  se  placera  de  manière  que  Taxe  du  seg- 
ment ait  une  position  verticale. 

Qu^une  grandeur  telle  que  celle  dont  nous 
avons  parlé,  soit  abandonnée  dans  un  fluide; 
et  supposons  un  plan  mené  par  Taxe  du  seg- 
ment et  par  le  centre  de  la  terre.  Que  l'arc 
ABCD  soit  la  section  de  la  surface  du  fluide  ; 
que  Tare  efh  soit  la  section  de  la  surface  du 
segment  ;  que  eh  soit  une  ligne  droite,  et  ft 
Taxe  du  segment.  Supposons,  si  cela  est  pos- 
sible ,  que  FT  n^ait  pas  une  position  verticale. 
Il  faut  démontrer  que  le  segment  ne  restera 
point  en  repos ,  et  que  son  axe  reprendra 
une  position  verticale. 

Le  centre  de  gravité  du  segment  sera  dans 
la  droite  ft.  Supposons  d^abord  que  le  seg- 
ment soit  plus  grand  que  la  moitié  de  la 
sphère.  Que  dans  la  demi-sphère  ,  le  centre 
soit  le  point  t;  que  dans  un   segment  plus 
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petit  le  centre  soit  le  point  p,  et  que  dans 
un  segment  pins  grand  le  centre  soit  le  point 
K.  Par  le  point  k  et  pRV  le  centre  de  la  terre 

.F  '^ 


/    I 


A 


A  h  J> 

L,  menons  kl.  Le  segment  qui  est  hors  de  la 
surface  du  fluide  a  son  axe  dans  la  verticale 
menée  par  le  point  K.  Il  aura,  d'apiès  ce 
qui  a  été  dit  plus  haut,  son  centre  de  gra- 
vité dans  la  droite  nk.  Que  son  centre  de 
gravité  soit  le  point  r.  Or,  le  centre  de  gra- 
vité du  segment  entier  est  dans  la  droite  ft, 
entre  k  et  f.  Qu'il  soit  au  point  x.  Le  centre 
de  gravité  du  reste  du  segment,  c'est-à-dire 
de  la  partie  qui  est  dans  le  fluide  sera,  dans 
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la  droite  rx  ,  prolongée  vers  le  point  x,  jus- 
qu'à ce  que  son  prolongenienî:  soit  h  xr  , 
comme  la  pesanteur  de  la  partie  du  segment 
qui  est  hors  du  fluide  est  à  la  pesanteur  du 
segment  qui  est  dans  le  fluide  (a).  Que  le 
point  o  soit  le  centre  de  gravité  de  la  partie 
qui  est  hors  du  fluide;  et  par  le  point  o  me- 
nons la  verticale  lo.  La  ])artie  du  segment 
qui  est  hors  du  fluide  sera  portée  en  bas,  par 
sa  pesanteur^  suivant  là  droite  kl,  et  la  partie 
qui  est  dans  le  fluide  sera  portée  en  haut,  par 
sa  pesanteur ,  suivant  la  droite  ol  {hjp.  n  , 
liv.  1  ).  Donc  le  segment  né  restera  pas  en 
repos ,  puisque  les  parties  qui  sont  vers  h 
seront  portées  en  bas ,  et  celles  qui  sont  vers 
E  seront  portées  en  haut,  et  cela  continuera 
jusqu'à  ce  que  ft  ait  une  position  verticale. 
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LIVRE    SECOND. 

PROPOSITION    PREMIÈRE. 

Oi  une  grandeur  solide  quelconque  plus 
légère  qu'un  fluide  est  abandonnée  dans  ce 
fluide,  la  pesanteur  de  cette  grandeur  sera  à 
la  pesanteur  d'un  volume  égal  de  ce  fluide, 
comme  la  partie  de  cette  grandeur  qui  est 
submergée  est  à  la  grandeur  entière. 

Abandonnons  dans  un  fluide  une  gran- 
deur solide  quelconque  fa  plus  légère  que 
ce  fluide.  Que  a  soit  la  partie  submergée ,  et 
que  F  soit  la  partie  qui  est  hors  du  fluide. 
Il  faut  démontrer  que  la  pesanteur  de  la 
TOME  II.  29 
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grandeur  fa  est  à  la  pesanteur  d'un  volume 
égal  de  ce  fluide  comme  a  est  à  fa. 

Prenons  un  volume  ni  du  fluide  qui  soit 
égal  à  la  grandeur  fa;  que  n  soit  égal  à  F, 
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et  I  égal  à  A.  Que  la  pesanteur  de  fa  soit  b  ; 
que  la  pesanteur  de  ni  soit  or,  et  que  la 
pesanteur  de  i  soit  r.  La  pesanteur  de  fa 
sera  à  la  pesanteur  de  ni  comme  b  est  à  or. 
Mais  puisque   la  grandeur  fa  abandonnée 
dans  le  fluide  est  plus  légère  que  le  fluide,  il 
est  évident  qu'un  volume  du  fluide  égal  à 
la  partie  de  la  grandeur  fa  qui  est  submer- 
gée ,  a  la  même  pesanteur  que  la  grandeur 
FA,   ainsi   que   cela    a    été   démontré  plus 
haut  (  1 ,  5  ).  Mais  le  fluide  i  dont  la  pesan- 
teur est  R  répond  à  a,  et  la  pesanteur  de  fa 
est  B  ;  donc  b  qui  est  la  pesanteur  de  la  gran- 
deur entière  fa  ,  sera  égale  à  la  pesanteur  du 
fluide  I ,  c'est-à-dire  à  r.  Puisque  la  pesan- 
teur de  la  grandeur  fa  est  à  la  pesanteur  du 
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fluide  NI  qui  lui  est  correspondant ,  comme 
B  est  à  or;  que  B  est  égal  à  R,  et  que  r  est 
à  OR  comme  i  est  à  ni  ,  et  comme  a  est  à 
FA  ,  il  s^ensuit  que  la  pesanteur  de  fa  sera 
à  la  pesanteur  d'un  volume  égal  du  fluide 
comme  la  grandeur  a  est  à  la  grandeur  fa. 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    IL 

Lorsqu'un  segment  droit  (a)  d'un  conoïde 
parabolique  n'a  pas  son  axe  plus  grand  que 
trois  fois  la  moitié  du  demi-paramètre  (ê); 
si  ce  segment^  quelle  que  soit  sa  pesanteur 
par   rapport  à  celle  d'un  fluide,  est  aban- 
donné dans  ce  fluide,  et  s'il  est  posé  incliné 
de  manière  que  sa  base  ne  touche  point  le 
fluide  5  il  ne  restera  point  incliné ,  mais  il 
se  placera  verticalement.  Je  dis  qu'il  est  placé 
verticalement,  lorsque  sa  base  est  parallèle  à 
la  surface  du  fluide. 

Soit  un  segment  droit  d'un  conoïde  tel 
que  celui  dont  nous  venons  de  parler.  Que 
ce  segment  soit  posé  incliné.  Il  faut  démon- 
trer qu'il  ne  restera  point  incliné ,  mais  qu'il 
se  placera  verticalement. 


i> 
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Conduisons  par  Taxe  un  plan  perpendi- 
culaire sur  la  surface  du  fluide  (y);  que  la 
section  du  segment  soit  la  parabole  apol; 
que  No  soit  Faxe  du  segment  et  le  diamètre 


de  la  parabole  ^  et  que  la  section  de  la  sur- 
face du  fluide  soit  la  droite  is.  Si  le  segment 
n^est  pas  vertical ,  la  droite  al  ne  sera  point 
parallèle  à  is.  Donc  la  droite  no  ne  formera 
pas  des  angles  droits  avec  la  droite  is.  Con- 
duisons une  droite  ko  qui  touche  la  parabole 
au  point  p  (*)  et  qui  soit  parallèle  à  is.  Du 
point  p  conduisons  jusqu^à  is  la  droite  pf 
parallèle  à  on.  Cette  droite  sera  le  diamètre 
de  la  parabole  ipos,  et  Taxe  de  partie  du  seg- 


C)  ^^  q^^  ^^^^  ^^^  ^®  Frëd.  Commandin.  Le  reste 
de  la  démonstration  a  péri  par  l'injure  des  temps. 


LIVRE    SECOND.  2(^3 

ment  qui  est  submergée.  Prenons  ensuite  les 
centres  de  gravité  {S");  que  le  point  r  soit  le 
centre  de  gravité  du  segment  apol,  et  que 
le  point  B  soit  le  centre  de  gravité  du  seg- 
ment ipos.  Conduisons  la  droite  br  ,  et  pro- 
longeons-la vers  G.  Que  le  point  g  soit  le 
centre  de  gravité  de  la  figure  restante  isla. 
Puisque  la  droite  no  est  égale  à  trois  fois  la 
moitié  de  ro  ,  et  que  cette  droite  est  plus  pe- 
tite que  trois  fois  la  moitié  du  demi-para- 
mètre^ la  droite  Ro  sera  plus  petite  que  la 
moitié  du  paramètre.  Donc  Tangle  Rpa  sera 
aigu  (g).  En  effet  ^  puisque  la  moitié  du  pa- 
ramètre est  plus  grande  que  ro  ^  la  perpen- 
diculaire menée  du  point  r  sur  ko.  ,  c'est- 
à-dire  RT ,  rencontrera  la  droite  fp  hors  de 
la  parabole,*  elle  tombera  par  conséquent 
entre  le  point  p  et  le  point  n.  Donc  si  par  les 
points  B  5  G  5  on  conduit  des  parallèles  à  rt, 
ces  parallèles  feront  des  angles  droits  avec 
la  surface  du  fluide,  et  la  partie  qui  est 
dans  le  fluide  sera  portée  en  haut,  selon  la 
perpendiculaire  menée  par  le  point  b,  pa- 
rallèlement à  RT ( liv.  1,  kjp,  2);  et  la  partie 
qui  est  hors  du  fluide  sera  portée  en  bas,  sui- 
vant la  perpendiculaire  menée  par  le  pointe. 
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Donc  le  segment  apol  ne  restera  point  en  re- 
pos 5  puisque  ce  qui  est  vers  A  sera  porté  en 
haut  et  que  ce  qui  est  vers  L  sera  porté  en 
bas,  jusqu^à  ce  que  no  ait  une  position  ver- 
ticale »  (^). 

PROPOSITION    II L 

Lorsqu'un  segment  droit  d'un  conoïde  pa- 
rabolique n'a  pas  son  axe  plus  grand  que 
trois  fois  la  moitié  du  paramètre,  si  ce  seg- 
ment, quelle  que  soit  sa  pesanteur  par  rap- 
port à  celle  d'un  fluide,  est  abandonné  dans 
ce  fluide ,  si  sa  base  est  toute  entière  dans  le 
fluide,  et  s'il  est  posé  incliné,  il  ne  restera 
point  incliné,  mais  il  se  placera  de  manière 
que  son  axe  ait  une  position  verticale  (a). 

Abandonnons  dans  un  fluide  un  segment 
tel  que  celui  dont  nous  venons  de  parler. 
Que  sa  base  soit  dans  le  fluide.  Conduisons 
par  Taxe  un  plan  perpendiculaire  sur  la 
surface  du  fluide.  Que  la  section  du  segment 
soit  la  parabole  apol;  que  pf  soit  l'axe  du 
segment  et  le  diamètre  de  la  parabole;  et 
que  la  section  de  la  surface  du  fluide  soit  la 
droite  is.  Si  le  segment  est  incliné,  son  axe 
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n'aura  pas  une  position  verticale.  Donc  la 
droite  pf  ne  formera  pas  des  angles  droits 
avec  la  droite  is.  Conduisons  une  droite  Ka 
parallèle  à  is  et  tangente  à  la  parabole  apoi» 
au  point  o.  Que  le  point  r  soit  le  centime  de 
gravité  du  segment  apol,  et  le  point  b  le 
centre  de  gravité  de  ipos.  Joignons  la  droite 


YiR;  prolongeons  cette  droite^  et  que  le  point 
a  soit  le  centre  de  gravité  de  la  figure  res- 
tante ISLA.  On  démontrera  semblablement 
que  l'angle  rok  sera  aigu,  et  que  la  perpen- 
diculaire menée  du  point  r  sur  Kn  tombera 
entre  k  et  o.  Que  cette  perpendiculaire  soit 
rt.  Si  des  points  g,  b,  on  conduit  des  paral- 
lèles à  rt  ,  la  partie  du  segment  qui  est  dans 
le  fluide  sera  portée  en  haut  {lip.  i^kyp.  2)^ 
suivant  la  perpendiculaire  menée  parle  point 


2qG  des  corps  portés  sur  un  fluide. 
G,  et  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  sera 
portée  en  bas,  suivant  la  perpendiculaire 
menée  par  le  point  b.  Donc  le  segment  apol 
ainsi  posé  dans  le  fluide  ne  restera  point  en 
repos;  puisque  ce  qui  est  en  a  sera  porté 
en  haut ,  et  ce  qui  est  en  l.  sera  porté  en 
bas  y  jusqu'à  ce  que  la  droite  pf  ait  une  po- 
sition verticale. 

PROPOSITION    IV. 

Lorsqu^in  segment  droit  d'un  conoide 
parabolique  plus  léger  qu'un  fluide,  a  son 
axe  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié  du 
demi-paramètre;  si  la  raison  de  la  pesan- 
teur de  ce  segment  à  la  pesanteur  d'un  vo- 
lume égal  du  fluide  n'est  pas  moindre  que 
la  raison  du  quarre  de  l'excès  de  l'axe  sur 
trois  fois  la  moitié  du  demi-paramètre  au 
quarre  de  l'axe;  si  ce  segment  étant  aban- 
donné dans  ce  fluide,  sa  base  ne  touche  pas 
le  fluide,  et  s'il  est  posé  incliné,  il  ne  restera 
pas  incliné,  mais  il  se  placera  verticalement. 

Soit  un  segment  d'un  conoïde  parabolique 
tel  que  celui  dont  nous  venons  de  parler. 
Supposons ,  s'il  est  possible,  que  ce  segment 
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étant  abandonné  dans  le  fluide  ne  soit  pas 
placé  verticalement,  mais  bien  incliné.  Con- 
duisons par  Taxe  un  plan  qui  soit  perpen- 
diculaire  sur  la  surface  du  fluide.  Que    la 


section  du  segment  soit  la  parabole  apol; 
que  la  droite  no  soit  Taxe  du  segment  et 
le  diamètre  de  la  parabole,  et  que  la  section 
de  la  surface  du  fluide  soit  la  droite  is.  Si 
le  segment  n'est  pas  placé  verticalement, 
la  droite  no  ne  fera  point  des  angles  égaux 
avec  la  droite  is.  Conduisons  la  droite  ko. 
tangente  à  la  parabole  en  un  point  p ,  et  pa- 
rallèle à  la  droite  is,  et  du  point  p  condui- 
sons la  droite  pf  parallèle  à  la  droite  os. 
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Prenons  les  centres  de  gravité:  que  le  point 
R  soit  le  centre  de  gravité  du  segment  apol  , 
et  le  point  b  le  centre  de  gravité  du  seg- 
ment qui  est  dans  le  fluide.  Menons  la  droite 


BR  ,  prolongeons  cette  droite  vers  g,  et  que 
le  point  G  soit  le  centre  de  gravité  de  la  gran- 
deur solide  qui  est  hors  du  fluide.  Puisque 
la  droite  no  est  égale  à  trois  fois  la  moitié  de 
RO  ^  et  que  no  est  plus  grande  que  trois  fois 
la  moitié  du  demi-paramètre,  il  est  évident 
que  la  droite  ro  est  plus  grande  que  le  demi- 
paramètre.  Que  la  droite  rh  soit  égale  au 
demi-paramètre,  et  que  oh  soit  double  do 
iiM.  Puisque  no  est  égal  à  trois  fois  la  moitié 
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de  110,  et  que  mo  est  aussi  égal  à  trois  fois  la 
moitié  de  ho^  la  droite  restante  nm  sera  égale 
à  trois  fois  la  moitié  de  rh  {et).  Donc  Texcès 
de  Taxe  sur  trois  fois  la  moitié  du  demi- 
paramètre  est  d^autant  plus  grand  que  la 
droite  mo  est  plus  grande  (ê).  Mais  on  a  sup- 
posé que  la  raison  de  la  pesanteur  du  seg- 
ment à  la  pesanteur  d\in  volume  égal  du 
fluide 5  n^est  pas  moindre  que  la  raison  du 
quarre  construit  sur  Texcès  de  Taxe  sur  trois 
fois  la  moitié  du  demi-paramètre  au  quarre 
construit  sur  l'axe;  il  est  donc  évident  que 
la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la 
pesanteur  d'un  pareil  volume  du  fluide  n'est 
pas  moindre  que  la  raison  du  quarre  con- 
struit sur  MO  au  quarre  construit  sur  no  (9). 
Mais  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à 
la  pesanteur  d'un  volume  égal  du  fluide  est 
la  même  que  la  raison  de  la  partie  submer- 
gée au  segment  entier ,  ainsi  que  cela  a  été 
démontré  plus  haut  (2 ,  1)  ^  et  la  raison  de  la 
partie  submergée  au  segment  entier  est  là 
même  que  la  raison  du  quarre  pf  au  quarre 
de  No ,  parce  qu'on  a  démontré  dans  le 
Traité  des  Conoïdes  et  des  Sphéroïdes,  que 
si  un  conoïde  parabolique  est  partagé   en 
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deux  parties  par  des  plans  menés  d'une  ma- 
nière quelconque  y  les  segmens  sont  entre 
eux  comme  les  quarrés  construits  sur  les 
axes.  Donc  la  raison  du  quarre  de  pf  au 
quarre  de  no  n'est  pas  moindre  que  la  rai- 
son du  quarre  de  Mo  au  quarre  de  no.  Donc 
PF  n'est  pas  plus  petit  que  mo^  ni  bp  plus 
petit  que  iio  (J"),  Donc  si  du  point  h  on  con 
duit  une  perpendiculaire  sur  no,  elle  ren- 
contrera BP,  et  elle  tombera  entre  b  et  p  (g). 
Que  cette  perpendiculaire  rencontre  la  droite 
BP  au  point  t.  Puisque  pf  est  parallèle  à 
Taxe,  que  HT  lui  est  perpendiculaire,  et  que 
RH  est  égal  au  demi-paramètre,  si  la  droite 
menée  du  point  r  au  point  t  est  prolongée, 
elle  fera  des  angles  droits  avec  la  tangente 
à  la  parabole  au  point  p  (^).  Donc  cette 
droite  fera  des  angles  droits  avec  la  droite  is, 
et  avec  la  surface  du  fluide  qui  passe  par  la 
droite  is.  Donc  si  par  les  points  b,  g,  on  con- 
duit des  parallèles  à  rt,  ces  parallèles  feront 
des  angles  droits  avec  la  surface  du  fluide , 
et  la  partie  du  segment  qui  est  dans  le  fluide 
sera  portée  en  haut,  suivant  la  droite  menèo 
par  le  point  b  parallèlement  à  rt,  et  la  partie 
qui  est  hois  du  fluide  sera  portée  en  bas,  sui- 
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vant  la  droite  menée  par  le  point  g,  jiisqu^à 
ce  que  le  segment  droit  du  conoïde  soit 
placé  verticalement. 

PROPOSITION    V. 

Lorsqu'un   segment   droit   d^un    conoïde 
parabolique   plus  léger  qu'un  fluide  a  son 
axe  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié  du 
demi-paramètre  ;  si  la  raison  de  la  pesan- 
teur du  segment  à  la  pesanteur  du  fluide 
n'est  pas  plus  grande  que  la  raison  de  l'ex- 
cès du  quarre  de  l'axe  sur  le  quarre  de  l'ex- 
cès de  l'axe  sur  trois  fois  la  moitié  du  demi- 
paramètre  au  quarre  de  l'axe  ;  si  ce  segment 
étant  abandonné  dans  le  fluide,  sa  base  est 
toute  entière  dans  ce  fluide,  et  s'il  est  posé 
incliné  ,  il  ne  restera  point  incliné ,  mais  il 
se  placera  de   manière  que  son  axe  ait  une 
position  verticale. 

Abandonnons  dans  un  fluide  un  segment 
tel  que  celui  dont  nous  venons  de  parler, 
et  que  sa  base  soit  toute  entière  dans  le 
fluide.  Conduisons  par  l'axe  un  plan  per- 
pendiculaire sur  la  surface  du  fluide.  Que 
la  section  du  segment  soit  la  parabole  apol; 
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que  la  droite  no  soit  Taxe  du  segment  et  le 
diamètre  de  la  parabole,  et  que  la  section 
de  la  surface  du  fluide  soit  la  droite  is.  Puis- 
que Taxe  n'a  point  une  position  verticale, la 


droite  NO  ne  fera  pas  des  angles  droits  avec 
la  droite  is.  Conduisons  la  droite  ko  tangente 
à  la  parabole  en  un  point  p  et  parallèle  à  is. 
Par  le  point  p  menons  la  droite  pf  parallèle 
à  NO  ,  et  prenons  les  centres  de  gravité  :  que 
le  point  R  soit  le  centre  de  gravité  de  apol, 
et  le  point  b  le  centre  de  gravité  de  la  partie 
qui  est  hors  du  fluide.  Menons  la  droite 
BR  ;  prolongeons^la  vers  le  point  g  ,  et  que 
ce  point  soit  le  centre  de  gravité  de  la  par- 
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lie  du  segment  qui  est  dans  le  fluide.  Pre- 
nons RH  égal  au  demi-para  ni  être  ;  que  oa 
soit  double  de  hm,  et  faisons  le  reste  comme 
nous  I^avons  dit  plus  haut.  Puisque  Fon  a  sup- 
posé que  la  raison  de  la  pesanteur  du  seg- 
ment à  la  pesanteur  du  fluide  n^est  pas  plus 
grande  que  la  raison  de  Fexcès  du  quarre  de 
NO  sur  le  quarre  de  mo  au  quarre  de  no  (et), 
et  que  l'on  a  démontré  dans  la  première 
proposition  que  la  pesanteur  du  segment  est 
à  la  pesanteur  d^un  volume  égal  du  fluide 
comme  la  partie  du  segment  qui  est  submer- 
gée est  au  segment  entier ,  la  raison  de  la 
partie  submergée  au  segment  entier  ne  sera 
pas  jdIus  grande  que  la  raison  dont  nous  ve- 
nons de  parler.  Donc  la  raison  du  segment 
entier  à  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  ne 
sera  pas  plus  grande  que  la  raison  du  quarre 
de  NO  au  quarre  de  MO  (ê).  Mais  la  raison  du 
segment  entier  à  la  partie  qui  est  hors  du 
fluide  est  la  même  que  la  raison  du  quarre 
de  NO  au  quarre  de  pf  (y)  ;  donc  la  raison 
du  quarre  de  no  au  quarre  de  pf  n^est  pas 
plus  grande  que  la  raison  du  quarre  de  no 
au  quarre  de  mo.  D'où  il  suit  que  pf  n^est 
pas  plus  petit  que  cm,  ni  pb  plus  petit  que 
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OFî.  Donc  la  perpendiculaire  élevée  du  point 
Il  sur  la  droite  no  ,  rencontrera  la  droite  bp 
entre  les  points  p  et  b.  Que  cette  perpendi- 
culaire rencontre   bp    au  point  t.  Puisque 


dans  la  parabole  la  droite  pf  est  parallèle  au 
diamètre  NO,  que  la  droite  ht  est  perpen- 
diculaire sur  le  diamètre ,  et  que  la  droite 
Rii  est  égale  au  demi-paramètre  ,  il  est  évi- 
dent que  RT  prolongée  fera  des  angles  droits 
avec  Kpa,et  par  conséquent  avec  is.  Donc 
AT  est  perpendiculaire  sur  la  surface  du 
fluide.  Donc  si  par  les  points  b  ,  g  ,  on  mène 
les  droites  parallèles  à  rt  ,  ces  parallèles  se- 
ront   perpendiculaires  sur   la    surface   du 
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fluide.  Donc  la  portion  du  segment  qui  est 
hors  du  fluide  sera  portée  en  bas,  suivant  la 
perpendiculaire  menée  par  le  point  b,  et  la 
portion  qui  est  dans  le  fluide  sera  portée  en 
hatit ,  suivant  la  perpendiculaire  menée  par 
le  point  G  [liv.  i^hyp.  2).  Donc  le  segment 
A  POL.  ne  restera  point  en  repos;  mais  il  se 
mouvra  dans  le  fluide  jusqu^à  ce  que  Taxe  no 
ait  une  position  verticale. 

PROPOSITION    VI. 

Lorsqu'un  segment  droit  d'un  coiioïde 
parabolique  plus  léger  qu'un  fluide  a  son  axe 
plus  grand  que  trois  fois  la  moitié  du  demi- 
paramètre,  mais  cependant  trop  petit  pour 
qu'il  soit  au  demi-paramètre  comme  quinze 
est  à  quatre;  si  ce  segment  étant  abandonné 
dans  ce  fluide ,  sa  base  touche  la  surface  du 
fluide,  il  ne  restera  jamais  incliné  de  ma- 
nièi^e  que  la  base  touche  la  surface  du  fluide 
en  un  seul  point. 

Soit  un  segment  tel  que  celui  dont  nous 

venons  de  parJer.  Abandonnons-le  dans  le 

fluide,  comme  nous  l'avons  dit,  de  manière 

que  la  base  touche  le  fluide  en  un  seul  point. 

TOME  II.  20 
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II  faut  démontrer  que  le  segment  ne  gar- 
dera point  cette  position,  mais  qu'il  tour- 
nera jusqu'à  ce  que  sa  base  ne  touche  en 
aucune  manière  la  surface  du  fluide. 


Conduisons  par  l'axe  un  plan  perpendi- 
culaire sur  la  surface  du  fluide.  Que  la  sec- 
tion du  segment  soit  la  parabole  apol  ;  que 
la  section  de  la  surface  du  fluide  soit  la  droite 
AS,  et  que  no  soit  l'axe  du  segment  et  le  dia- 
mètre de  la  parabole.  Coupons  no  en  un 
point  F,  de  manière  que  of  soit  double  de 
fn  ,  et  en  un  point  n  ,  de  manière  que  no 
soit  à  Fa  comme  quinze  est  à  quatre.  Me- 
nons HK  perpendiculaire  sur  no.  La  raison 
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de  NO  à  m  sera  plus  grande  que  la  raison 
de  NO  au  demi-païamètre.  Que  i  b  soit  égal 
au  demi-paramètre.  Menons  la  droite  pc  pa- 
rallèle à  AS  et  tangente  à  la  parabole  apol 
en  un  point  p  ^  et  la  droite  pi  parallèle  à  no. 
Que  la  droite  pi  coupe  d'abord  ko,  au  point 
H.  Puisque  dans  le  segment  apol  qui  est 
compris  par  une  droite  et  par  une  parabole, 
la  droite  ko.  est  parallèle  à  al;  que  la  droite 
pi  est  parallèle  au  diamètre;  que  cette  droite 
est  coupée  au  point  n  par  la  droite  kh  ,  et 
que  AS  est  parallèle  à  la  tangente  au  point  p, 
il  faut  nécessairement  que  la  raison  de  pi  à 
PH  soit  la  même  que  la  raison  de  Nn  à  no,  ou 
qu'elle  soit  plus  grande  ,  car  cela  a  déjà  été 
démontré  (a).  Mais  nh  est  égal  à  trois  fois  la 
moitié  de  no;  donc  pi  est  égal  à  trois  fois  la 
moitié  de  hp  ou  plus  grand  que  trois  fois  la 
moitié (ê)  ;  donc  ph  est  double  de  hi  ou  plus 
petit  que  le  double.  Que  pt  soii;  doiibl-e  de 
Ti;  le  j>oint  t  sera  le  centre  de  gra\âté  de  la 
partie  qui  est  dans  le  fluide.  Menons  la 
droite  tf;  prolongeons  cette  droite;  que  le 
point  G  soit  le  centre  de  gravité  de  la  par- 
tie qui  est  hors  du  fluide,  et  du  point  b 
élevons  la  droite  br  perpendiculaire  sur  nc. 
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Puisque  pi  est  parallèle  au  diamètre  no  ;  que 
BR  lui  est  perpendiculaire,  et  que fb  est  égal 
au  demi-paramètre,  il  est  évident  que  fr 
prolongé  fera  des  angles  égaux  avec  la  tan- 


gente à  la  parabole  APOL  au  point  p,  et  par 
conséquent  avec  as  et  avec  la  surface  du 
fluide.  Mais  les  droites  menées  par  les  points 
T,  G  parallèlement  à  fr  seront  perpendicu- 
laires sur  la  surface  du  fluide;  donc  la  par- 
tie du  segment  apol.  qui  est  dans  le  fluide 
sera  portée  en  haut  suivant  la  pei-pendicu- 
laire ,  menée  par  le  point  t  (  liv.  i ,  hyp,  2) , 
et  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  sera  por- 
tée en  bas  suivant  la  perpendiculaire  menée 


LIVRE    SECOND.  Sog 

par  le  point  g.  Donc  le  segment  solide  apol 
tournera  et  sa  base  ne  touchera  en  aucune 
manière  la  surface  du  fluide.  Mais  si  la  droite 


PI  ne  coupe  pas  la  droite  Kn,  comme  dans  la 
seconde  figure ,  il  est  évident  que  le  point  t, 
qui  est  le  centre  de  gravité  de  la  partie  sub- 
mergée tombera  entre  le  point  p  et  le  point 
i,  et  l'on  démontrera  le  reste  d'une  manière 
semblable. 
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PROPOSITION    VIL 

Lorsqu^un  segment  droit  d'un  conoïde 
parabolique  plus  léger  qu'un  fluide  a  son 
axe  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié  du 
demi-paramètre ,  mais  cependant  trop  petit 
pour  qu'il  soit  au  demi-paramètre  comme 
quinze  est  à  quatre;  si  ce  segment  étant 
abandonné  dans  un  fluide  ,  sa  base  entière 
,  est  dans  le  fluide ,  le  segment  ne  restera 
jamais  incliné  de  manière  que  sa  base  touche 
le  fluide;  mais  sa  base  sera  toute  entière  dans 
le  fluide  et  ne  touchera  sa  surface  en  aucune 
manière. 

Soit  un  segment  tel  que  celui  dont  nous 
venons  de  parler.  Qu'il  soit  abandonné  dans 
un  fluide  comme  nous  l'avons  dit,  de  ma- 
nière que  sa  base  touche  la  surface  du  fluide 
en  un  seul  point.  Il  faut  démontrer  qu'il  ne 
gardera  point  cette  position ,  mais  qu'il  tour- 
nera jusqu'à  ce  que  sa  base  ne  touche  en  au- 
cune manière  la  surface  du  fluide. 

Conduisons  par  l'axe  un  plan  perpendicu- 
laire sur  la  surface  du  fluide.  Que  la  section 
du  segment  soit  la  parabole  avol;  que  la 
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section  de  la  surface  du  fluide  soit  la  droite 
AS ,  et  que  la  droite  pf  soit  Faxe  du  segment 
et  le  diamètre  de  la  parabole.  Coupons  pf 
en  un  point  r  de  manière  que  rp  soit  double 


de  RF  y  et  en  un  point  n  de  manière  que  pf 
soit  à  Ra  comme  quinze  est  à  quatre.  Menons 
la  droite  hk  perpendiculaire  sur  pf.  La 
droite  Ra  sera  plus  petite  que  le  demi-para- 
mètre. Prenons  une  droite  rh  qui  soit  égale 
au  demi-paramètre;  menons  la  droite  co 
tangente  à  la  parabole  au  point  o  et  paral- 
lèle à  SL ,  et  menons  aussi  la  droite  no  pa- 
j  allèle  à  pf.  Que  cette  droite  coupe  d^abord 
au  point  i  la  droite  KU.  Nous  démontrerons, 
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comme  atiparavant ,  que  la  droite  no  est  ou 
égale  à  trois  fois  la  moitié  de  or,  ou  plus 
grande  que  deux  fois  la  moitié.  Que  la  droite 
CI  soit  plus  petite  que  le  double  de  in  ;  que 
OB  soit  double  de  bn,  et  faisons  les  mêmes 
rfioses  qu'auparavant.  Si  Ton  mène  la  droite 
RT ,  nous  démontrerons  semblablement  que 
cette  droite  sera  perpendiculaire  sur  co  et 
sur  la  surface  du  fluide.  Donc  les  droites  me- 
nées par  les  points  b  ,  o  parallèlement  à  rt  , 
seront  perpendiculaires  sur  la  surface  du 


fluide.  Donc  la  partie  du  segment  qui  est  hors 
du  fluide  sera  portée  en  bas  suivant  la  per- 
pendiculaire qui  passe  par  le  point  b^  et  la 
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partie  qui  est  dans  le  fluide  sera  portée  en 
haut  suivant  la  perpendiculaire  qui  passe 
par  le  point  g  {liv.  i,  hyp.  2).  D'où  il  suit  évi- 
demment que  le  segment  tournera  jusqu'à 
ce  que  sa  base  ne  touche  en  aucune  manière 
la  surface  du  fluide^  parce  que  sa  base  tou- 
chant le  fluide  en  un  point ,  le  segment  est 
porté  en  bas  du  côté  l.  Si  la  droite  no  ne 
coupoit  point  la  droite  aK,  on  11  en  dé- 
mon treroit  pas  moins  les  mêmes  choses. 

PROPOSITION    VIIL 

Lorsqu'un  segment  droit  d'un  conoïde 
parabolique  a  son  axe  plus  grand  que  trois 
fois  la  moitié  du  demi-paramètre  ,  mais  ce- 
pendant trop  petit  pour  qu'il  soit  au  demi- 
paramètre  comme  quinze  est  à  quatre;  si 
la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la 
pesanteur  du  fluide  est  moindre  que  la  rai- 
son du  quarre  de  l'excès  de  l'axe  sur  trois 
fois  la  moitié  du  demi-paramètre  au  quarre 
de  l'axe;  si  ce  segment  étant  abandonné  dans 
le  fluide,  sa  base  ne  touche  point  le  fluide ,  il 
ne  se  placera  point  verticalement,  et  il  ne 
restera  point  incliné,  à  moins  que  l'axe  ne 
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fasse  avec  la  surface  du  fluide  un  angle  égal 
à  celui  dont  nous  parlerons  plus  bas. 

Soit  un  segment  tel  que  celui  dont  nous 
venons  de  parler.  Que  bd  soit  égal  à  Faxe; 
que  BK  soit  double  de  kd;  que  rk  soit  égal 


au  demi -paramètre,  et  que  cb  soit  égal  à 
trois  fois  la  moitié  de  br.  La  droite  cd  sera 
égale  à  trois  fois  la  moitié  de  kr  (a).  Que  la 
raison  du  quarre  de  fq  au  quarre  de  db  soit 
la  même  que  la  raison  de  la  pesanteur  du 
segmenta  la  pesanteur  du  fluide;  et  que  f 
soit  double  de  q.  Il  est  évident  que  la  raison 
de  FQ  à  DB  sera  moindre  que  la  raison  de  cb 
à  BD  ;  car  cb  est  Fexcès  de  Taxe  sur  trois 
fois  la  moitié  du  demi-paramètre  (C).  Donc 
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FQ  est  plus  petit  que  bc  y  et  par  conséquent  F 
est  plus  petit  que  br.  Que  r^  soit  égal  à  f; 
conduisons  la  droite  -^e  perpendiculairement 
sur  bd;  que  le  quarre  de  -^E  soit  la  moitié  du 
rectangle  compris  sous  kr,  -^b  ,  et  joignons 
BE.  Il  faut  démontrer  que  lorsque  le  seg- 
ment est  abandonné  dans  le  fluide  comme 
nous  Tavons  dit^  il  restera  incliné  de  ma- 
nière que  Taxe  fera  avec  la  surface  du  fluide 
un  angle  égal  à  Tangle  eb-^^. 

Abandonnons  le  segment  dans  le  fluide 
de  manière  que  sa  base  ne  touche  point  la 
surface  du  fluide;  que  Faxe  ne  fasse  point 
avec  la  surface  du  fluide  un  angle  égal  à 
Tangle  eb-^,  si  cela  est  possible^  et  supposons 
qu^il  fasse  d'abord  un  angle  plus  grand.  Con- 
duisons par  Taxe  un  plan  perpendiculaire 
sur  la  surface  du  fluide;  que  la  section  du 
segment  soit  la  parabole  apol  ;  que  la  section 
de  la  surface  du  fluide  soit  la  droite  xs  ,  et 
que  NO  soit  Taxe  du  segment  et  le  diamètre 
de  la  parabole.  Menons  la  droite  py  parallèle 
à  xs  et  tangente  à  la  parabole  apol  en  un 
point  p;  la  droite  pm  parallèle  à  no  et  la 
droite  pi  perpendiculaire  sur  no.  Que  de 
plus  la  droite  br  soit  égale  à  oa;  la  droite  rk 
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égale  à  Tn ,  et  que  cih  soit  perpendiculaire 
sur  l'axe.  Puisqu'on  suppose  que  Taxe  du 
segment  fait  avec  la  surface  du  fluide  un 
angle  plus  grand  que  l'angle  B ,  l'angle  pyi 


£     Y 


sera  plus  grand  que  l'angle  b.  Donc  la  raison 
du  quarre  de  pi  au  quarre  de  yi  est  plus 
grande  que  la  raison  du  quarre  de  e-^  au 
quarre  de  "^B.  Mais  la  raison  du  quarre  pi 
au  quarre  de  lY  est  la  même  que  la  raison 
de  KR  à  lY  (7)  5  et  la  raison  du  quarre  de  E"^ 
au  quarre  de  •^'B  est  la  même  que  la  raison 
de  la  moitié  de  kr  à  -^b  (cT);  donc  la  raison 
de  KR  à  lY  est  plus  grande  que  la  raison  de 
la  moitié  de  kr  à  -^b.  Donc  iy  est  plus  petit 
que  le  double  de  -»fb.  Mais  Yi  est  double  de 
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oi;  donc  oi  est  plus  petit  que  -^b  ,  et  la  plus 
grand  que  "^^R.  Mais  -^r  est  égal  à  f;  donc 
m  est  plus  grand  que  F.  Mais  ,  par  supposi- 
tion 5  la  pesanteur  du  segment  est  à  la  pe- 
santeur du  fluide  comme  le  quarre  de  fq 
est  au  quarre  de  bd  ;  la  pesanteur  du  seg- 
ment est  à  la  pesanteur  du  fluide  comme  la 
partie  submergée  est  au  segment  entier  (â,  i), 
et  la  partie  submergée  est  au  segment  entier 
comme  le  quarre  de  pjni  est  au  quarre  de  on. 
II  s'ensuit  donc  que  le  quarre  de  pm  est  au 
quarre  de  on  comme  le  quarre  de  fq  est  au 
quarre  de  bd.  Donc  fq  est  égal  à  pm.  Mais 
on  a  démontré  que  ph  est  plus  grand  que  f; 
il  est  donc  évident  que  pm  est  plus  petit  que 
trois  fois  la  moitié  de  ph  ^  et  par  conséquent 
PH  est  plus  grand  que  le  double  de  hm.  Que 
pz  soit  double  de  zm.  Le  point  t  sera  le 
centre  de  gravité  du  segment  entier,  le  point 
z  le  centre  de  gravité  de  la  partie  qui  est  dans 
le  fluide ,  et  le  centre  de  gravité  de  la  partie 
restante  sera  dans  la  droite  zt  prolongée  jus- 
qu'en G.  On  démontrera  de  la  même  manière 
que  la  droite  th  est  perpendiculaire  sur  la 
surface  du  fluide.  Donc  la  partie  du  segment 
qui  est  plongée  dans  le  fluide  sera  portée  hors 
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du  fluide  suivant  la  perpendiculaire  menée 
par  le  point  z  sur  la  surface  du  fluide  (  Uv,  x  , 
hyp,  2);  et  la  partie  qui  est  hors  du  fluide 
sera  portée  dans  le  fluide  suivant  la  perpen- 
diculaire menée  par  le  point  g.  Donc  le  seg- 
ment ne  restera  pas  incliné ,  ainsi  qu'on  Ta 
supposé,  mais  il  ne  se  placera  pas  verticale- 
ment, parce  que  parmi  les  perpendiculaires 
menées  par  les  points  z,  g,  celle  qui  est 
menée  par  le  point  z  tombe  du  côté  où  est 
le  point  L. ,  et  celle  qui  est  menée  par  le  point 
G  tombe  du  côté  où  est  le  point  a.  D'où  il 
suit  que  le  centre  de  gravité  z  est  porté  en 
haut,  et  que  le  centre  de  gravité  g  est  porté 
en  bas.  Donc  toutes  les  parties  du  segment 
qui  sont  vers  le  point  a  seront  portées  en 
bas,  et  toutes  les  parties  qui  sont  vers  le 
point  L.  seront  portées  en  haut. 

Que  Taxe  du  segment  fasse  avec  la  surface 
du  fluide  un  angle  plus  petit  que  Fangle  B ,  le 
reste  étant  supposé  comme  auparavant.  La 
raison  du  quarre  de  pi  au  quarre  de  lY  ,  sera 
moindre  que  la  raison  du  quarre  de  e-^^  au 
quarre  de  -^b.  Donc  la  raison  de  kr  à  iy  est 
moindre  que  la  moitié  de  kr  à  ^b.  Donc  iy 
est  plus  grand  que  le  double  de  -^^b.   Mais 
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lY  est  double  de  oi  ;  donc  oi  sera  plus  grand 
que  -^B.  Mais  la  droite  entière  oa  est  égale 
à  RB^  et  la  droite  restante  ai  est  plus  petite 
que  PR  ;  donc  la  droite  ph  sera  plus  petite 
que  F.  Donc  puisque  mp  est  égal  à  fq  ,  il  est 


évident  que  pm  sera  plus  grand  que  trois  fois 
la  moitié  de  pu  ,  et  que  ph  sera  plus  petit 
que  HM.  Que  pz  soit  double  de  zm  ;  le  point 
T  sera  le  centre  de  gravité  du  segment  en- 
tier, et  le  point  z  le  centre  de  gravité  de  la 
partie  qui  est  dans  le  fluide.  Joignons  la  droite 
ZT,  ei  cherchons  le  centre  de  gravité  de  la 
partie  qui  est  hors  du  fluide  dans  le  prolon- 
gement de  cette  droite.  Que  le  point  g  soit 
son   centre  de  gravité.  Par  les  points  z,  g 
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menons  des  perpendiculaires  sur  la  surface 
du  fluide ,  ces  perpendiculaires  seront  paral- 
lèles à  Tii.  Il  suit  de  là  que  le  segment  ne 
restera  point  en  repos,  mais  qu'il  tournera 
jusqu'à  ce  que  son  axe  fasse  avec  la  surface 


du  fluide  un  angle   plus  grand    que  celui 
qu'il  fait  actuellement. 

Mais  on  avoit  supposé  auparavant  que 
Taxe  faisoit  un  angle  plus  grand  que  l'angle 
B  ,  et  alors  le  segment  ne  res  toit  point  en 
repos;  il  est  donc  évident  que  le  segment 
restera  en  repos ,  si  l'axe  fait  avec  la  surface 
du  fluide  un  angle  égal  à  l'angle  B  ;  car  de 
cette  manière  la  droite  lo  sera  égale  à  -^b  : 
la  droite  oi  égale  à  -^r^  et  la  droite  ph  égale 
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à  F.  Donc  la  droite  mp  sera  égale  à  trois  fois 
la  moitié  de  ph  ,  et  la  droite  ph  double  de 
HM.  Donc  puisque  le  point  h  est  le  centre  de 
gravité  de  la  partie  qui  est  dans  le  fluide  ,  la 
partie  qui  est  dans  le  fluide  sera  portée  en 
haut  5  et  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  sera 
portée  en  bas ,  suivant  la  même  perpendi- 
culaire. Donc  le  segment  restera  en  repos, 
parce  qu^une  partie  n^'est  point  chassée  par 
Fautre. 

PROPOSITION    IX. 

Lorsque  le  segment  droit  d'un  conoïde 
parabolique  a  son  axe  plus  grand  que  trois 
fois  la  moitié  du  demi-paramètre,  mais  trop 
petit  pour  que  la  raison  de  Taxe  au  demi- 
paramètre  soit  la  même  que  la  raison  de 
quinze  à  quatre  ;  si  la  raison  de  la  pesanteur 
du  segment  à  la  pesanteur  du  fluide  est  plus 
grande  que  la  raison  de  l'excès  du  quarre 
de  l'axe  sur  le  quarre  de  l'excès  de  l'axe 
sur  trois  fois  la  moitié  du  demi-paramètre 
au  quarre  de  l'axe;  si  ce  segment  étant  aban- 
donné dans  le  fluide ,  sa  base  est  toute  en- 
tière dans  le  flm'de,  et  s'il   est  posé  incliné, 

T  O  M  E    I  r.  21 
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il  ne  tournera  point  pour  se  placer  vertica- 
lement, et  il  ne  restera  incliné  que  lorsque 
son  axe  fera  avec  la  surface  du  fluide  un 
angle  égal  à  celui  dont  nous  avons  parlé 
plus  haut. 

Soit  un  segment  tel  que  celui  dont  nous 
venons  de  parler.  Supposons  db  égal  à  Taxe 
du  segment.  Que  la  droite  bk  soit  double  de 
kd;  la  droite  kr  égale  au  demi-paramètre;, 


et  la  droite  cb  égale  à  trois  fois  la  moitié  de 
BR.  Que  la  raison  de  Texcès  du  quarre  de  bd 
sur  le  quarre  de  fq  au  quarre  de  bd  soit  la 
même  que  la  raison  de  la  pesanteur  du  seg- 
ment à  la  pesanteur  du  fluide;  et  que  la 
droite  F  soit  double  de  q.  Il  est  évident  que 
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la  raison  de  l'excès  du  qiiarré  de  bd  sur  le 
quarre  de  bc  au  quarre  de  bd  est  moindre 
que  ]a  raison  de  l'excès  du  quarre  de  bd  sur 
le  quarre  de  fq  au  quarre  de  bd;  car  bc  est 
Texcès  de  Taxe  sur  trois  fois  la  moitié  du 
demi-paramètre.  Donc  Texcès  du  quarre  de 
BD  sur  le  quarre  de  fq  est  plus  grand  que  Tex- 
cès  du  quarre  de  bd  sur  le  quarre  de  bc  Donc 
la  droite  fq  est  ])lus  petite  que  la  droite  bc  , 
et  la  droite  F  plus  petite  que  la  droite  bb. 
Que  ni"  soit  égal  à  f.  Menons  sur  ed  la 
perpendiculaire  -^E  dont  le  quarre  soit  égal 
à  la  moitié  du  rectangle  compris  sous  kr, 
-^B.  Je  dis  que  si  ce  segment  étant  aban- 
donné dans  le  fluide  ^  sa  base  est  toute  en- 
tière dans  le  fluide  ,  il  se  placera  de  ma- 
nière que  son  axe  fera  avec  la  surface  du 
fluide  un  angle  égal  à  Tangle  B. 

Abandonnons  le  segment  dans  le  fluide 
comme  on  vient  de  le  dire ,  et  que  son  axe 
ne  fasse  pas  un  angle  égal  à  Tan  gl  e  b  ,  mais 
d^abord  un  angle  plus  grand.  Conduisons  par 
Taxe  un  plan  perpendiculaire  sur  la  surface 
du  fluide.  Que  la  section  du  segment  soit  la 
parabole  apol;  que  la  section  de  la  surface 
du  fluide  soit  la  droite  ci ,   et  que  la  droite 
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NO  soit  Taxe  du  segment  et  le  diamètre  de 
la  parabole.  Coupons  Taxe  aux  points  a ,  t 
comme  auparavant.  Conduisons  la  droite  yp 
parallèle  à  ci  ^  et  tangente  à  la  parabole  en 


un  point  p;  la  droite  mp  parallèle  à  no,  et 
la  droite  PS  perpendiculaire  sur  Faxe.  Puis- 
que Taxe  du  segment  fait  avec  la  surface  du 
fluide  un  angle   plus  grand  que  Fangle  B  ;, 
l'angle  syp  sera  plus  grand  que  l'angle  b. 
Donc  la  raison  du  quarre  de  ps  au  quarre 
de  s  Y   est  plus    grande  que   la    raison    du 
quarre  de  -^E  au  quarre  de  ^B.  Donc  la  rai- 
son de  KR  à  SY  est  plus  grande  que  la  raison 
de  la  moitié  de  kr  à  yb.  Donc  sy  est  plus  pe- 
tit que  le  double  de  ^b  ,  et  so  plus  x^etit  quo 


\ 
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^B.  Donc  sa  est  plus  grand  que  r*^^  et  ph  plus 
grand  que  F.  Donc  puisque  la  raison  de  la 
pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du  fluide 
est  la  même  que  la  raison  deTexcès  du  quarre 
de  BD  sur  le  quarre  de  fq  au  quarre  de  bd  , 
et  que  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment 
à  la  pesanteur  du  fluide  est  la  même  que 
la  raison  de  la  partie  submergée  au  segment 
entier  (2  ,  1  ),  il  s'ensuit  que  la  raison  de  la 
partie  submergée  au  segment  en  lier  est  la 
même  que  la  raison  de  Fexcès  du  quarre  de 
BD  sur  le  quarre  de  fq  au  quarre  de  bd. 
Donc  la  raison  du  segment  entier  à  la  par- 
tie qui  est  hors  du  fluide  sera  la  même  que 
la  raison  du  quarre  de  bd  au  quarre  de 
FQ  (a).  Mais  la  raison  du  segment  entier  à  la 
partie  qui  est  hors  du  fluide  est  la  même 
que  la  raison  du  quarre  de  no  au  quarre 
de  PM  ;  donc  pm  sera  égal  à  fq.  Mais  on  a 
démontré  que  ph  est  plus  grand  que  f;  donc 
MH  sera  plus  petit  que  q  ,  et  ph  plus  grand 
que  le  double  de  hm.  Que  pz  soit  double  de 
zm;  joignons  la  droite  zt^  et  prolongeons  cette 
droite  vers  g.  Le  point  t  sera  le  centre  de 
gravité  du  segment  entier  ;  le  point  z  le  centre 
de  gravité  de  la  partie  qui  est  hors  du  fluide. 
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et  le  centre  de  gravité  de  la  partie  restante 
qui  est  dans  le  fluide  sera  dans  le  prolon- 
gement de  la  droite  zt.  Que  le  point  a  soit 
son  centre  de  gravité.  Nous  démontrerons , 
comme  nous  Tavons  fait  plus  haut ,  que  th 
est  perpendiculaire  sur  la  surface  du  fluide  , 
et  que  les  parallèles  à  tn  menées  par  les 
points  z  y  G  sont  aussi  perpendiculaires  sur 
la  surface  du  fluide.  Donc  la  partie  qui  est 
hors  du  fluide  sera  portée  en  bas  suivant  la 
perpendiculaire  qui  passe  par  le  point  z  ,  et 
la  partie  qui  est  dans  le  fluide  sera  portée  en 
haut  suivant  la  perpendiculaire  qui  passe  par 
16 -point  G  (liv.  1,  kyp.  2),  Donc  le  segment 


♦  »    iv'7    c  V-^f 


Cftioh  :  noi 
')b  îiklrjof 


ne  restera  pas  incliné  ainsi ,  mais  il  ne  tour- 
nera pas  de  manière  que  l'axe  devienne  per- 
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pendiculaire  sur  la  surface  du  fluide^  puis- 
que ce  qui  est  du  côté  l  sera  porté  en  bas,  et 
que  ce  qui  est  du  coté  a  sera  porté  en 
haut,  ce  qui  est  évident  diaprés  ce  qui  a 
été  démontré.  Si  l'axe  fait  avec  la  surface 
du  fluide  un  angle  plus  petit  que  Tangle  b  , 
on  démontrera  semblablement  que  le  seg- 
ment ne  gardera  point  cette  position  ,  mais 
qu^il  s'inclinera  jusqu'à  ce  que  l'axe  fasse 
avec  la  surface  du  fluide  un  aiigîe  égal  à 
l'angle  B. 

PROPOSITION    X. 

Lorsqu'un  segment  droit  d'un  conoïde  pa- 
rabolique est  plus  léger  qu'un  fluide,  et  que 
la  raison  de  son  axe  à  trois  fois  la  moitié  du 
demi-paramètre  est  plus  grande  que  la  rai- 
son de  quinze  à  quatre;  si  ce  segment  étant 
abandonné  dans  ce  fluide,  sa  base  ne  touche 
point  le  fluide ,  il  sera  tantôt  vertical  et  tantôt 
incliné;  il  sera  quelquefois  incliné  de  ma- 
nière que  sa  base  touchera  la  surface  du 
fluide  en  un  seul  point,  et  cela  dans  deux 
positions  différentes  (a)  ;  quelquefois  sa  base 
s'enfoncera  davantage  dans  le  fluide,  et  quel- 
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quefois  sa  base  ne  touchera  en  aucune  ma- 
mère  la  surface  du  fluide,  suivant  la  raison 
de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur 
du  fluide.  Nous  allons  démontrer  séparé- 
ment chacune  de  ces  propositions. 

Soit  un  segment  tel  que  celui  dont  nous 
venons  de  parler.  Conduisons  par  l'axe  un 
plan  perpendiculaire  sur  la  surface  du  fluide. 
Que  la  section  du  segment  soit  la  parabole 
apol;  que   BD   soit  l'axe   du  segment  et  le 


0H2    w 


tn   . 


diamètre  de  la  parabole.  Coupons  bd  en  un 
point  K,  de  manière  que  bk  soit  double  de 
KD,  et  en  un  point  c,  de  manière  que  bd 
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soit  à  KG  comme  quinze  est  à  quatre.  Il  est 
évident  que  kc  sera  plus  grand  que  le  demi- 
paramètre.  Que  kr  soit  égal  au  demi-para- 
, mètre;  que  ds  soit  égal  à  trois  fois  la  moitié 
de  KR.  La  droite  sb  sera  égale  à  trois  fois  la 
moitié  de  br  (ê).  Joignons  ab;  du  point  o 
et  sur  BD  élevons  la  perpendiculaire  ce  ,  qui 
coupe  la  droite  ab  au  point  e  ;  et  par  le  point 
E  conduisons  ez  parallèle  à  bd.  Partageons 
AB  en  deux  parties  égales  au  point  t  ,  et  con- 
duisons TH  parallèle  à  bd.  Supposons  deux 
paraboles  aei  ,  atd  décrites  Tune  autour  de 
EZ  comme  diamètre  et  J^autre  autour  de  th  ; 
que  ces  deux  paraboles  soient  semblables  à  la 
parabole  arl(^).  La  parabole  aei  passera  par 
le  point  K  ((^),  et  la  perpendiculaire  élevée  du 
point  R  sur  bd  coupera  la  parabole  aei.  Que 
cette  perpendiculaire  la  coupe  aux  points 
Y  ,  g;  et  par  les  points  Y,  g  conduisons  les 
droites  pyq  ,  ogn  parallèles  à  bd.  Que  ces  pa- 
rallèles coupent  la  parabole  atd  aux  points 
F,  x.  Conduisoüs  enfin  les  droites  PO,  ox  qui 
touchent  la  parabole  apol  aux  points  p  ,  o. 
Puisqu^'on  a  trois  segmens  plans  apol  ,  aei  , 
ATD  compris  par  des  droites  et  par  des  para- 
boles j  que   ces  segiuens  sont  semßfal^ies  et 
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inégaux ,  et  qu'ils  se  touchent  sur  chacune 
des  bases  ;  que  du  point  n  on  a  élevé  la  per- 
pendiculaire NXGo  ^  et  du  point  q  la  perpen- 


diculaire QFYP,  la  raison  de  oc;  à  ox.sera 
composée  de  la  raison  de  il  k  la,  et  de  la 
raison  de  ad  à  di  (g).  Mais  jl  est  à  la  comme 
deux  est  à  cinq  (^);  parce  que  cb  est  à  bd 
comme  six  est  à  quinze  ^  c'est-à-dire  comme 
deux  est  à  cinq,  parce  que  cb  est  à  bd  coiTime 
EB  est  à  ba,  et  comme  dz  est  à  da  ,  et  parce 
que  les  droites  li  ,  la  sont  doubles  des  droites 
DZ,  da  ^  et  que  ad  est  à  di  comme  cinq  est  à 
un  (îî).  Mais  la  raison  composée  de  la  raison 
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de  deux  à  cinq,  et  de  la  raison  de  cinq  à  un 
est  la  même  que  la  raison  de  deux  à  un; 
et  deux  est  double  de  un.  Donc  go  est  double 
de  GX.  On  démontrera,  parle  même  raison- 
nement ,  que  py  est  double  de  yf.  Donc  puis- 
que la  droite  ds  est  égale  à  trois  fois  la  moitié 
de  KR,  la  droite  es  sera  Texcès  de  Taxe  sur 
trois  fois  la  moitié  du  demi-paramètre.  Donc 
lorsque  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment 
à  la  pesanteur  du  fluide  est  Ja  même  que  la 
raison  du  quarre  de  bs  au  quarre  de  bd,  ou 
lorsqu'elle  est  plus   grande ,  si  le   segment 
étant  abandonné  dans  le  fluide,  sa  base  ne 
touche  point  le  fluide  ,  il  restera  dans  une 
position  verticale;  car  d'après  ce  qui  a  été 
démontré   plus  haut  (2,  /^),  lorsque  le  seg- 
ment a  son  axe  plus  grand  que  trois  fois  la 
moitié  du  demi-paramètre,  et    lorsque    la 
raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pe- 
santeur du  fluide  n'est  pas  moindre  que  la 
raison  du  quarre  de  l'excès  de  l'axe  sur  les 
trois  fois  la  moitié  du  paramètre  au  quarre 
de  Faxe,  si  l'on  abandonne  le  segment  dans 
le  fluide ,  comme  on  Ta  dit ,  le  segment  res- 
tera dans  une  position  verticale. 
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2, 


Lorsque  la  raison  de  la  pesanteur  du  seg- 
ment à  la  pesanteur  du  fluide  est  moindre 
que  la  raison  du  quarre  de  sb  au  quarre  de 
BD,  mais  plus  grande  que  la  raison  du 
quarre  de  xo  au  quarre  de  bd,  si  le  seg- 
ment étant  abandonné  dans  le  fluide,  est 
incliné  sans  que  sa  base  touche  le  fluide,  il 
restera  incliné  de  manière  que  sa  base  ne 
touchera  la  surface  du  fluide  en  aucune 
manière ,  et  l'axe  fera  avec  la  surface  du 
fluide  un  angle  plus  grand  que  l'angle  a\ 

n  iri3Uf 

Lorsque  la  raison  de  la  pesanteur  dtiùeg- 
ment  à  la  pesanteur  du  fluide  est  la  même 
que  la  raison  du  quarre  xo  au  quarre  de 
BD^  si  le  segment  étant  abandonné' dans  le 
fluide,  est  incliné  sans  que  sa  base  touche 
le  fluide,  il  se  placera  de  manière  que  sa 
base  touchera  la  surface  du  flnide  en  un 
seul  point,  son  axe  faisant  avec  la  surface 
iJu  fluide  un  angle  égal  à  Fangle^r.  Mais  lors- 
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que  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à 
la  pesanteur  du  fluide  est  la  inême  que  la 
raison  du  quarre  de  pf  au  quarre  de  bd,  si 
le, segment  étant  abandonné  dans  le  fluide^ 
est  incliné  sans  que  la  base  touche  le  fluide, 
il  restera  incliné  de  manière  que  sa  base 
touchant  la  surface  du  fluide  en  un  seul 
point,  son  axe  fera  un  angle  égal  à  Tangle  <!». 


4' 


Lorsque  la  raison  de  la  pesanteur  d'un 
segment  à  la  raison  de  la  pesanteur  du  fluide 
est  plus  grande  que  la  raison  du  quarre  de 
FP  au  quarre  de  bd  ,  mais  moindre  que  la 
raison  du  quarre  de  xo  au  quarre  de  bd  , 
si  le  segment  étant  abandonné  dans  le  fluide ., 
est  incliné  sans  que  sa  base  touche  le  fluide, 
il  se  placera  de  manière  que  sa  base  s'enfon- 
cera dans  le  fluide. 


5. 


Lorsque  la  raison  de  la  pesanteur  du  seg- 
ment à  ]a  pesanteur  du  fluide  est  moindre 
que  la  raison  du  quarre  de  fp  au  quarre  de 
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BD ,  si  le  segment  étant  abandonné  clans  le 
fluide^  est  incliné  sans  que  sa  base  touche 
le  fluide,  il  restera  incliné  de  manière  que 
son  axe  fera  avec  la  surface  du  fluide  -un 
angle  plus  petit  que  l'angle  ^  ,  sa  base  ne  ton- 
chant  en  aucune  manière  la  surface  du 
fluide.  Toutes  ces  propositions  seront  dé- 
montrées les  unes  après  les  autres. 

DÉMONSTRATION    DE    LA    SECONDE    PARTIE. 

Que  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment 


à  la  pesanteur  du  fluide  soit  plus  grande  que 
la  raison  du  quarre  de  xo  au  quarre  de  rd  , 


I 
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liiciis  moindre  que  le  quarre  de  Texcès  de 
Taxe  sur  trois  fois  la  moitié  du  demi-para- 
mètre au  quarre  de  bd,  et  que  la  raison  du 
quarre  de  la  droite  ^  au  quarre  de  bd  soit 
la  même  que  la  raison  de  la  pesanteur  du 
segment  à  la  pesanteur  du  fluide.  11  est  évi- 
dent que  ^  sera  plus  grand  que  xo  et  plus 
petit  que  Texcès  de  Taxe  sur  trois  fois  la 
moitié  du  demi-paramètre.  Appliquons  entre 
les  paraboles  amql,  axd  une  certaine  droite 
Misi  qui  soit  égale  à  '^.  Que  cette  droite  coupe 
la  troisième  parabole  au  point  h  ,  et  la 
droite  rg  au  point  v.  On  démontrera  que 
MH  est  double  de  hn  ,  comme  on  a  démontré 
que  Go  est  double  de  gx  (a).  Par  le  point 
M  menons  la  droite  my  tangente  à  la  para- 
bole AMQL  au  point  m,  et  la  droite  injc  per- 
pendiculaire sur  BD.  Ayant  ensuite  mené  la 
droite  an,  et  Tayant  prolongée  vers  q,  les 
droites  AN,  nq  seront  égales  entre  elles  (é)  ; 
car  puisque  dans  les  paraboles  semblables 
AMQL ,  AXD  on  a  mené  des  bases  à  ces  para- 
boles les  droites  aq,  an  qui  font  des  angles 
égaux  avec  les  bases ,  la  droite  qa  sera  à  la 
droite  an  comme  la  est  à  ad.  Donc  an  est 
égal  à  nq  ,  et  AQ  parallèle  à  m  y  (y).  Il  faut 
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démontrer  que  si  le  segment  étant  aban- 
donné dans  le  fluide  ,  est  incliné  sans  que  sa 
base  touche  le  fluide,  il  restera  incliné  de 
manière  que  la  base  ne  touchera  en  aucune 
manière  la  surface  du  fluide ,  Taxe  fait  avec 
la  base  un  angle  plus  grand  que  Tangle  x* 

Abandonnons  le  segment  dans  le  fluide ,  et 
qu'il  soit  placé  de  manière  que  sa  base  touche 


la  surface  du  fluide  en  un  point.  Condui- 
sons par  Taxe  un  plan  perpendiculaire  sur  la 
surface  du  fluide.  Que  la  section  du  segment 
soit  la  parabole  apol,  et  la  section  de  la  sur- 
face du  fluide  la  droite  ao.  Que  la   droite 
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BD  soit  Taxe  du  segment  et  le  diamètre  de  la 
parabole.  Coupons  bd  aux  points  k,  r, 
comme  cela  a  été  dit  Menons  la  droite  pg 


parallèle  à  ao  et  tangente  à  la  parabole  au 
point  p ,  et  de  ce  point  menons  pt  parallèle 
à  BD,  et  PS  perpendiculaire  sur  bd.  Puisque 
la  pesanteur  du  segment  est  à  la  pesanteur 
du  fluide  comme  le  quarre  de  4^  est  au 
quarre  de  bd  ;  que  la  pesanteur  du  segment 
est  à  la  pesanteur  du  fluide  comme  la  partie 
du  segment  qui  est  submergée  est  au  segment 
entier  (2,1),  et  que  la  partie  submergée  est 
au  segment  entier  comme  le  quarre  de  tp 
est  au  quarre  de  bd  (^J^j,  la  droite  4^  sera  égale 
TOME  II.  22 
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à  TP.  Donc  les  droites  mn  ,  pt  sont  égales 
entreelles,  ainsi  que  les  segmens  amq,  apo. 
Pnisque  dans  les  paraboles  égales  et  sem- 


blables apol  ,  AMQL,  on  a  conduit  des  ex- 
trémités des  bases  les  droites  ao  ^  aq,  de 
manière  que  les  segmens  retranchés  font  des 
angles  égaux  avec  les  axes,  les  angles  qui 
sont  en  y,  g  seront  égaux,  ainsi  que  les 
droites  yb  ,  gb,  et  les  droites  bc,  bs.  Donc 
les  droites  cr  ,  sr  sont  aussi  égales  entre  elles, 
ainsi  que  les  droites  MV,  pz,  et  les  droites 
VN,  ZT.  Donc  puisque  mv  est  plus  petit  que 
le  double  de  vn,  il  est  évident  que  pz  sera 
plus  petit  que  le  double  de  zt.  Qiie  pn  soit 
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le  double  de  d.t.  Menons  la  droite  aK ,  et 
prolongeons-la  vers  e.  Le  point  k  sera  le 
centre  de  gravité  du  segment  entier  ^  et  le 
point  Q.  le  centre  de  gravité  de  la  partie  qui 
est  dans  le  fluide ,  et  le  centre  de  gravité  de 
la  partie  qui  est  hors  du  fluide  sera  dans  la 
droite  ke.  Que  le  point  e  soit  son  centre  de 
gravité.  Mais  la  droite  kz  sera  perpendicu- 
laire sur  la  surface  du  fluide;  donc  les  droites 
menées  par  les  points  e,  a  parallèlement  à 
KZ  ,  le  sont  aussi.  Donc  le  segment  ne  res- 
tera pas  en  repos ,  mais  il  se  placera  de  ma- 
nière que  sa  base  ne  touche  en  aucune  ma- 
nière la  surface  du  fluide  ,  parce  que  la  base 
touchant  la  surface  du  fluide  en  un  point , 
le  segment  est  porté  en  haut  du  côté  du 
point  A.  Il  est  donc  évident  que  le  segment 
se  placera  de  manière  que  Taxe  fera  avec  la 
surface  du  fluide  un  angle  plus  grand  que 
Tangleor.  y.ijbi 

DÉMONSTRATION    DE    LA    TROISIEME    PARTIE. 
•i  ;\'    •' 

Que  la  pesanteur  du  segment  soit  à  la  pe- 
santeur du  fluide  comme  le  quarre  de  xo 
est  au  quarre  de  bd.  Abandonnons  le  seg- 
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ment  dans  le  fluide  de  manière  que  sa  base 
soit  inclinée  et  ne  touche  point  cependant 
le  fluide.  Conduisons  par  Taxe  un  plan  per- 
pendiculaire sur  la  surface  du  fluide.  Que  la 
section  du  segment  soit  la  parabole  apml; 


que  la  section  de  la  surface  du  fluide  la  droite 
ïM ,  et  que  bd  soit  Taxe  du  segment  et  le  dia- 
mètre de  la  parabole.  Coupons  la  droite  bd, 
comme  auparavant ,  et  menons  la  droite  pn 
parallèle  à  im  et  tangente  au  point  p;  la 
droite  PT  parallèle  à  pb,  et  la  droite  ps  per- 
pendiculaire sur  BD.  Il  faut  démontrer  que 
le  segment  posé  ainsi  ne  restera  pas  en  re- 
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pos,  mais  qu'il  s'inclinera  jusqu'à  ce  que  la 
base  touche  la  surface  du  fluide  en  un  point. 
Que  la  figure  soit  la  même  que  la  précé- 
dente. Menons  oc  perpendiculaire  sur  bd;  joi- 
gnons la  droite  ax  ,  et  prolongeons-la  vers  q. 
La  droite  ax  sera  égale  à  la  droite  xq.  Me- 
nons ensuite  ox  parallèle  à  aq.  Puisqu'on 
suppose  que  la  pesanteur  du  segment  est  à  la 
pesanteur  du  fluide  comme  le  quarre  de  xo 
est  au  quarre  de  bd  ^  comme  la  partie  sub- 
mergée est  au  segment  entier,  c'est-à-dire 
comme  le  quarre  de  tp  est  au  quarre  de  bd, 
la  droite  tp  sera  égale  à  xo ,  et  les  segmens 
iPM,  AOQ  seront  aussi  égaux  puisque  leurs 
diamètres  sont  égaux.  Déplus,  puisque  dans 
les  segmens  égaux  et  semblables  aoql,  apml, 
on  a  mené  les  droites  aq,  im  qui  séparent 
des  segmens  égaux ,  l'une  de  l'extrémité  de  la 
base  et  l'autre  d'un  point  qui  n'est  pas  l'ex* 
trémité  dé  la  base;  il  est  évident  que  celle 
qui  est  menée  de  l'extrémité  de  la  base  fait 
avec  l'axe  du  segment  entier  un  angle  aigu 
plus  petit  (a).  Mais  l'angle  qui  est  en  x  est 
plus  petit  que  l'angle  qui  est  en  N;  donc  ßc  est 
plus  grand  que  bs,  et  cr  plus  petit  que  sr. 
Donc  oo  est  plus  petit  que  rz,  et  ox  plus 
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grand  que  zt.  Donc  pz  est  plus  grand  que 
le  double  de  zt  ,  parce  que  og  est  double  de 
GX.  Que  PH  soit  double  de  ht.  Menons  la 
droite  hk^  et  prolongeons-la  vers  n.  Le  point 


K  sera  le  centre  de  gravité  du  segment  en- 
tier; le  point  H  sera  le  centre  de  gravité  de 
la  partie  qui  est  dans  le  fluide ,  et  le  centre 
de  gravité  de  la  partie  qui  est  liors  du  fluide 
sera  dans  la  droite  Kß.  Que  le  point  a  soit 
son  centre  de  gravité.  On  démontrera  sem- 
blablement  que  la  droite  kz  et  que  les  pa- 
rallèles à  KZ  menées  par  les  points  h,  o  sont 
perpendiculaires  sur  la   surface  du  fluide. 
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Donc  le  segment  ne  restera  point  en  repos, 
mais  il  s^inclinera  jusqu'à   ce  que  sa  base 
touche  en  un  point  la  surface  du  fluide ,  et 
il  restera  dans  cette  position.  Car  alors  dans 
les  segmens  égaux  aoql,  apml,  on  aura  con- 
duit des  extrémités  des  bases  des  droites  aq, 
AM  qui  séparent  des  segmens  égaux  ;  parce 
que  Ton  démontrera,  comme  nous  Tavons 
fait  plus  haut,  que  aoq  est  égal  à  avm.  Donc 
les  angles  aigus  qui  forment  les  droites  aq, 
am  avec  les  diamètres  des  segmens  sont  égaux 
entre  eux,  parce  que  les  angles  x  et  n  sont 
égaux  (ë).  Donc  si  l'on  prolonge  la  droite  hk 
vers  Cl ,  le  point  k  sera  le  centre  de  gravité 
du  segment  entier ,  le  point  h  le  centre  de 
gravité  de  la  partie  submergée ,  et  le  centre 
de  gravité  de  la  partie  qui  est  hors  du  fluide 
sera  dans  la  droite   hk.  Que  son  centre  de 
gravité  soit  le  point  a.  Or,  la  droite  hk  est 
perpendiculaire  sur   la    surface   du  fluide; 
donc  la  partie  qui   est    dans  le  fluide  sera 
])ortée  en  haut,  et  la  partie  qui  est  hors  du 
fluide  sera  portée  en  bas ,  suivant  les  mêmes 
droites.  Donc  le  segment  restera  en  repos, 
sa  base  touchant  la  surface  du  fluide  en  un 
point,  et  Taxe  fera  avec  la  surface  du  fluide 
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un  angle  égal  à  Tangle  x.  Si  la  pesanteur  du 
segment  est  à  la  pesanteur  du  fluide  comme 
le  quarre  de  pf  est  au  quarre  de  bd,  on 
démontrera  semblablement  que  si  le  segment 


P  IsT 

est  abandonné  dans  le  fluide  de  manière  quo 
sa  base  ne  touche  point  le  fluide,  le  segment 
restera  incliné  de  manière  que  la  base  tou- 
chera la  suiface  du  fluide  en  un  point,  et 
que  Taxe  fera  avec  la  surface  du  fluide  un 
angle  égal  à  Tangle  *. 
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DÉMONSTRATION  DE    LA    QUATRIEME  PARTIE. 

Que  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment 
à  la  pesanteur  du  fluide  soit  plus  grande 
que  la  raison  du  quarre  de  fp  au  quarre  de 
BD  y  mais  moindre  que  la  raison  du  quarre 


t    A 


de  xo  au  quarre  de  bd  ,  et  que  Ja  raison  de 
la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du 
fluide  soit  la  même  que  la  raison  du  quarre 
de  -^  au  quarre  de  bd.  La  droite  ^  sera  plus 
grande  que  fp  et  plus  petite  que  xo.  Appli- 
quons entre  les  paraboles  avql  ,  axd  une 
droite  iv  qui  soit  égale  à  ^  et  parallèle  à  bd, 
et  qui  rencontre  la  troisième  parabole  au 
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point   Y.    Nous    démontrerons  que  vy    est 
double  de  yi,  comme  on  a  démontré  que 


\ 


oGr  est  double  de  gx.  Menons  du  point  v  la 
droite  va  tangente  à  la  parabole  avql  au 
point  V.  Joignons  la  droite  ai,  et  prolon- 
geons-la vers  Q.  Nous  démontrerons  de  la 
même  manière  que  la  droite  ai  est  égale  à 
la  droite  iq,  et  que  la  droite  aq  est  paral- 
lèle à  va.  Il  faut  démontrer  que  si  le  segment 
étant  abandonné  dans  le  fluide,  est  incliné 
sans  que  sa  base  touche  le  fluide,  la  base 
du  segment  s^enfoncera  dans  le  fluide  plus 
qu'il  ne  le  faut  pour  qu'elle  ne  touche  lo 
fluide  qu'en  un  seul  point. 


lilVRE    SECOND.  3 47 

Abandonnons  le  segment  dans  le  fluide, 
comme  nous  Favons  dit,  et  que  d'abord  il 
soit  incliné  de  manière  que  sa  base  ne  touche 
le  fluide  en  aucune  manière.  Conduisons  par 


Taxe  un  plan  perpendiculaire  sur  la  surface 
du  fluide.  Que  la  section  du  segment  soit  la 
parabole  anzg  ;  que  la  section  de  la  surface 
du  fluide  soit  la  droite  ez,  et  que  l'axe  du 
segment  et  le  diamètre  de  la  parabole  soit  la 
droite  bd.  Coupons  bd  aux  points  K,  r,  comme 
auparavant.  Menons  la  droite  nl  parallèle  à 
Ez  et  tangente  à  la  parabole  anzg  au  point 
N  ;  que  la  droite  nt  soit  parallèle  à  bd  ,  et 
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que  la  droite  ns  soit  perpendiculaire  sur  bd. 
Puisque  la  pesanteur  du  segment  est  à  la  pe- 
santeur  du  fluide  comme  le  quarre  de  ^  est 
au  quarre  de  bd,  la  droite  ^  sera  égale  à  nt. 


ce  que  Von  démontrera  comme  on  l'a  fait 
plus  haut.  Donc  nt  est  égal  à  vi.  Donc  les 
segmens  avq,  enz  sont  égaux  entre  eux.  Mais 
dans  les  paraboles  égales  et  semblables  a vql, 
ANZG,  Ton  a  conduit  les  droites  aq,  ez, 
qui  séparent  des  segmens  égaux ,  Tune  étant 
conduite  de  Fextrémité  de  la  base  et  l'autre 
étant  conduite  d'un  point  qui  n'est  pas  l'ex- 
trémité de  la  base  ;  donc  celle  qui  est  con- 
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duite  de  rextrémité  de  la  base  fera  avec  le 
diamètre  du  segment  un  angle  aigu  qui  sera 
plus  petit.  Mais  parmi  les  angles  des  triangles 
NLs,  vnc,  Tangle  en  l.  est  plus  grand  que 


Tangle  en  n  ,•  donc  bs  est  plus  petit  que  bc  , 
et  SR  plus  grand  que  cr.  Donc  ^x  est  plus 
grand  que  vh  ,  et  xt  plus  petit  que  hi.  Donc 
puisque  vy  est  double  de  yi  ,  il  est  évident 
que  NX  est  plus  grand  que  le  double  de  xt. 
Que  MN  soit  double  de  mt.  Il  suit  évidem- 
ment de  ce  qui  a  été  dit,  que  le  segment  ne 
restera  point  en  repos ,  mais  qu^il  s'incli- 
nera jusqu'à  ce  que  sa  base  touche  la  sur- 
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face  du  fluide  en  uu  point ,  comme  on  le 
voit  dans  la  figure.  Que  les  autres  choses 
soient  les  mêmes.  Nous  démontrerons  de 
nouveau  que   nt   est   egal  à  vi ,  et  que  les 


segmens  avq,  anz  sont  égaux  entre  eux. 
Donc  puisque  dans  les  segmens  égaux  et  sem- 
blables AVQL  ,  AvzG,  on  a  conduit  les  droites 
AQ,  Az  qui  séparent  des  segmens  égaux,  ces 
droites  feront  des  angles  égaux  avec  les  dii^- 
mètres  des  segmens.  Donc  les  angles  des  trian- 
gles NLS,  YCic ,  qui  sont  vers  les  points  l,  a, 
sont  égaux;  donc  la  droite  bs  est  égale  à  la 
droite  Bc;  la  droite  sr  égale  à  cr;  la  droite 
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NX  égale  à  vh  ,  et  la  droite  xt  égale  à  m. 
Mais  VY  est  double  de  yi;  donc  nx  sera 
plus  grand  que  le  double  de  xt.  Que  nm 
soit  double  de  mt.  Il  est  encore  évident  que 
le  segment  ne  restera  pas  en  repos ,  mais 
qu^il  s^inclinera  du  côté  du  point  a.  Mais 
on  supposoit  que  le  segment  touclioit  la  sur- 
face du  fluide  en  un  point;  il  est  donc  né- 
cessaire que  sa  base  s'enfonce  davantage 
dans  le  fluide. 

DÉMONSTRATION  DE  LA  CINQUIEME  PARTIE. 

Qu'enfin  la  raison  de  la  pesanteur  du  seg- 
ment  à  la  pesanteur  du  fluide  soit  moindre 
que  la  raison  du  quarre  de  fp  au  quarre  de 
BD ,  et  que  la  raison  de  la  pesanteur  du  seg- 
ment à  la  pesanteur  du  fluide  soit  la  même 
que  la  raison  du  quarre  de  ^  au  quarre  de 
BD.  La  droite  -^  sera  plus  petite  que  pf.  Ap- 
pliquons de  nouveau ,  entre  les  paraboles 
AVQL ,  AXD ,  une  certaine  droite  vi  qui  soit 
parallèle  à  bd,  et  qui  coupe  la  parabole  du 
milieu  au  point  h,  et  la  droite  ry  au  point 
Y.  Nous  démontrerons  que  vii  est  double 
de  m  ,  comme   nous  avons  démontré  que 
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OG  est  double  de  Gx.  Menons  ensuite  la  droite 
va  tangente  à  la  parabole  avql  au  point 
V,  et  la  droite  vc  perpendiculaire  sur  bd. 
Joignons  la  droite  Ai ,  et  prolongeons-la  vers 
A  D  h 


Q.  La  droite  ai  sera  égale  à  iq,  et  la  droite 
AQ  parallèle  à  la  droite  y  P..  Il  faut  démon- 
trer que  si  le  segment  étant  abandonné  dans, 
le  fluide,  est  incliné  sans  que  sa  base  touche 
le  fluide,  il  se  placera  de  manière  que  spri 
axe  fera  avec  la  surface  du  fluide  un  an^lç 
plus  petit  que  l'angle  0 ,  et  que  sa  base  ::rv?^ 
touchera  en  aucune  manière  la  surface  du 
fluide. 
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Abandonnons  le  segment  clans  le  fluide, 
et  qii^il  soit  placé  de  manière  que  sa  base 
touche  la  surface  du  fluide  en  un  point.  Con- 
duisons par  Taxe  un  plan  perpendiculaire 
sur  la  surface  du  fluide.  Que  la  section  du  seg- 
ment soit  la  parabole  anzl;  que  la  section  de 
la  surface  du  fluide  soit  la  droite  az,  et  que 
BD  soit  Faxe  du  segment  et  le  diamètre  de 
la  parabole.  Coupons    bd  aux  points  k  ,  r  , 
comme    on   Ta   dit  plus   haut  ;  menons  la 
droite  nf  parallèle  à  az  et  tangente  à  la  pa- 
rabole au  point  n  ;  la  droite  nt  parallèle  à 
BD  ^  et  la  droite  ns  perpendiculaire  sur  bd. 
Puisque  la  pesanteur  du   segment  est  à  la 
pesanteur  du  fluide  comme  le  quarre  de  ^ 
est  au  quarre  de  bd  ,   et  que  la  partie  sub- 
mergée  est   au    segment  entier    comme    le 
quarre  de  nt  est  au  quarre  de  bd  ^  d'après  ce 
qui  a  été  dit ,  il  est  évident  que  nt  sera  égal 
à  '^.  Donc  les  segmens  anz  ^  avq  sont  égaux. 
Mais  dans  les  segmens  égaux  et  semblables 
avql^  anzl,  on  a  mené  des  extrémités  des 
bases  les  droites  aq  ,  az  qui  séparent  des  seg- 
mens égaux;    il    est  donc    évident  que  ces 
droites  feront  des  angles  égaux  avec  les  dia- 
mètres des  segmens,  et   que  les  angles  des 
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triangles  nfs  ,  vnc,  placés  en  F ,  n  sont  égaux, 
ainsi  que  les  droites  se,  cb  et  les  droites  sr, 
CR.  Donc  les  droites  nx,  gy  sont  égales ,  ainsi 
que  les  droites  xt,  yi.  Mais  la  droite  gh  est 
double  de  Hi  i  donc  la  droite  Nx  sera  plus 


petite  que  le  double  de  xt.  Que  nm  soit 
double  de  nt;  menons  la  droite  mk  ,  et  pro- 
longeons-la vers  E.  Le  point  k  sera  le  centre 
de  gravité  du  segment  entier;  le  point  m  le 
centre  de  gravité  de  la  partie  qui  est  dans  le 
fluide ,  et  le  centre  de  gravité  de  la  partie 
qui  est  hors  du  fluide  sera  dans  le  prolon- 
gement de  la  droite  mk.  Que  le  point  e  soit 
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son  centre  de  gravité.  Il  suit  évidemment 
de  ce  qui  a  été  démontré,  que  le  segment 
ne  restera  point  en  repos,  mais  qu'il  s'incli- 
nera de  manière  que  sa  base  ne  touchera  la 


surface  du  fluide  en  aucune  manière.  On 
démontrera  de  la  manière  suivante  que  le 
segment  se  placera  de  manière  que  l'axe 
fasse  avec  la  surface  du  fluide  un  angle  plus 
petit  que  Tangle  <ï>.  En  effet,  si  cela  est  pos- 
sible ,  que  Faxe  ne  fasse  pas  un  angle  plus 
petit  que  Tangle  <ï>.  Que  les  autres  choses 
soient  disposées  comme  on  le  voit  dans  la 
figure.  Nous  démontrerons  de  la  même  ma- 
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nière  que  nt  est  égal  à  ^ ,  et  par  conséquent 
à  Gl,  Mais  dans  les  triangles  p^c ,  nfs  ,  Fangle 
F  n^est  pas  plus  petit  que  Tangle  $  ;  donc  la 
droite  bs  ne  sera  pas  plus  grande  que  bc. 


Donc  la  droite  sr  ne  sera  pas  plus  petite  que 
CR  y  ni  la  droite  nx  plus  petite  que  py.  Mais 
puisque  la  droite  pf  est  plus  grande  que  nt, 
et  que  la  droite  pf  est  égale  à  trois  fois  la 
moitié  de  py  ,  la  droite  nt  sera  plus  petite 
que  trois  fois  la  moitié  de  Na;,  et  par  con- 
séquent la  droite  nx  plus  grande  que  le 
double  de  xt.  Que  la  droite  nm  soit  double 
de  mt;  menons  la  droite  mk  ,  et  prolongeons- 
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la.  Il  suit  évidemment^  diaprés  ce  qui  a  été 
dit^  que  le  segment  ne  restera  pas  en  repos, 
mais  qu'il  tournera  jusqu^à  ce  que  Faxe  fasse 
avec  la  surface  du  fluide  un  angle  plus  petit 
que  Tängle  *. 
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LEMMES. 


PROPOSITION    PREMIERE. 

öl  deux  cercles  aeb,  ced  se  touchent  mu- 
tuellement en  un  point  e  ;  si  leurs  diamètres 
AB  y  CD  sont  parallèles ,  et  si  Ton  joint  les 
deux  points  b  ^  d  et  le  point  de  contact  e  par 
les  droites  de  ,  bd;  je  dis  que  la  ligne  bde 
sera  une  ligne  droite. 

Que  les  points  a ,  f  soient  les  centres  de 


ces  deux  cercles.  Menons  la  droite  gf  et 
prolongeons-la  jusqu'en  e  (et).  Conduisons  la 
droite  dh  parallèle  à  gf.  Puisque  la  droite 
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HF  est  égale  à  la  droite  gd  et  que  les  droites 
OD  y  EG  sont  égales  ,  il  est  évident  que  si  des 
droites  égales  fb  ,  fe  ,  on  retranche  les 
droites  égales  fh  ,  ge  les  droites  restantes  gf 
ou  DH  et  HB  seront  égales.  Donc  les  deux 
angles  hdb,  hbd  seront  égaux.  Mais  les  deux 
angles  egd  ,  efb  sont  égaux  et  par  consé- 
quent les  deux  angles  egd,  dhb;  donc  les 
deux  angles  ged  ,  gde  qui  sont  égaux  entre 
eux  seront  égaux  aux  deux  angles  hdb  ,  hbd. 
Donc  Tangle  edg  est  égal  à  Tangle  dbf.  Donc 
si  à  ces  angles  égaux  on  ajoute  Tangle  gdb  , 
les  deux  angles  gdb  ,  fbd  qui  sont  égaux  à 
deux  droits  seront  égaux  aux  deux  angles 
gdb  ,  GDE.  Donc  ces  deux  derniers  angles 
sont  aussi  égaux  à  deux  droits.  Donc  la 
ligne  EDB  est  une  ligne  droite.  Ce  qu'il  fal- 
loit  démontrer  (€), 

« 

PROPOSITION    IL 

Que  CBA  soit  un  demi  -  cercle  ;  que  les 
droites  dc,  db  soient  des  tangentes;  que  la 
droite  be  soit  perpendiculaire  sur  ac,  et  joi- 
gnons AD.  Je  dis  que  bf  est  égal  à  fe  (a). 

Menons  la  droite  ab  ,  et  prolongeons  celte 
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droite.  Prolongeons  aussi  la  droite  cd  jusqu'à 
ce  qu'elle  rencontre  la  droite  ag  au  point  g  , 
et  joignons  cb.  Puisque  l'angle  cba  est  dans 
le  demi-cercle,  cet  angle  sera  droit,  ainsi 
que  Tangle  cbg.  Mais  la  figure  dbec  est  un 


rectangle.  Donc  dans  le  triangle  rectangle 
GBc  la  droite  bd  menée  du  point  b,  est  per- 
pendiculaire sur  la  base.  Mais  les  droites  bd, 
Dc  seront  égales,  puisqu'elles  sont  deux  tan- 
gentes au  cercle  ;  donc  cd  est  égal  à  dg  (a) , 
ainsi  que  nous  le  démontrons  dans  les  pro- 
positions qui  regardent  les  rectangles.  Mais 
dans  le  triangle  rectangle  gac  ,  la  droite  be 
est  parallèle  à  la  base,  et  du  milieu  de  la 
base  on  a  conduit  la  droite  da  qui  coupe 
cette  parallèle  au  point  f  ;  donc  la  droite 
BF  sera  égale  à  la  droite  fe.  Ce  qu'il  falloit 
démontrer. 
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PROPOSITION    II I. 


Soit  un  segment  de  cercle  ca.  Que  b  soit 
un  point  quelconque  de  son  arc;  que  bd 
soit  perpendiculaire  sur  ac;  et  que  la  droite 
DE  soit  égale  à  la  droite  da  ,  et  Tare  bf  égal 
à  l^arc  BA.  Je  dis  que  la  droite  cf  est  égale  à 
la  droite  ce. 

Menons  les  droites ,  ab  ^  bf  ,  fe  ,  eb.  Puis- 
que Tare  ba  est  égal  à  Tare  bf  ,  la  corde  ab 
sera  égale  à  la  corde  bf.  Mais  la  droite  ad 
est  égale  à  ed;  les  angles  sont  droits  en  d  ,  et 

F 


A  D  E  G 

la  droite  db  est  commiine;  donc  la  droite  ab 
sera  égale  à  be.  Donc  bf  est  égal  à  be  ,  et 
Tangle  bfe  égal  à  l'angle  bef.  Mais  le  qua- 
drilatère CFBA   est  inscrit  dans    un   ceicle; 
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donc  Fangle  cfb  ,  conjointement  avec  Fangle 
c AB  qui  lui  est  opposé ,  ou  avec  Fangle  be a  , 
est  égal  à  deux  angles  droits.  Mais  Fangle 
CEB ,  conjointement  avec  Fangle  bea  est  aussi 
égal  à  deux  angles  droits;  donc  les  deux 
angles  cfb  ,  ceb  sont  égaux.  Donc  les  angles 
res  tans  cfe  ,  cef  sont  aussi  égaux.  Donc  la 
droite  ce  est  égale  à  la  droite  c^.  Ce  qu'il  fal- 
loit  démontrer. 

PROPOSITION    IV. 


Soit  un  demi-cercle  abc  Sur  son  dia- 
mètre Ac  construisons  deux  demi-cercles 
dont  Fun  soit  ad  et  Fautre  ne.  Que  db  soit 
perpendiculaire  sur  Ac.  La  figure  qui  résulte 


de  cette  construction ,  et  qui  est  comprise 
en  tre  l'arc  du  demi  grand  cercle  et  entre  les 
deux  arts  des  plus  petits  demi-cercles  se 
nomme  Arbelon.  Je  dis  que  FArbelon  est 
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égal  au  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  perpen- 
diculaire DB. 

Puisque  la  droite  db  est   moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  droites  da  ,  dc  , 
le  rectangle  compris  sous  les  droites  ad,  dc 
sera  égal  au  quarre  de  db.  Ajoutons  de  part 
et  d'autre  le  rectangle  compris  sous  ad,  dc, 
et  les  quarrés  de  ad  et  de  dc  Le  double  du 
rectangle  compris  sous   ad,  dc,  conjointe- 
ment avec  les  deux  quarrés  de  ad  et  de  dc, 
c'est-à-dire   le    quarre  de  Ac  sera   égal  au 
double   du   quarre    de    db  ,    conjointement 
avec  les  deux  quarrés  de  ad  ,  dc  (a).  Mais  les 
cercles  sont  entre  eux  comme  les  quarrés  de 
leurs  rayons;  donc  le  cercle  qui  a  pour  dia- 
mètre la  droite  ac  est  égal  au   double  du 
cercle   qui  a  pour  diamètre  la  droite  bd, 
conjointement  avec  les  deux  cercles  qui  ont 
pour  diamètres  les  droites  ad  ,  dc.  Donc  le 
demi-cercle,  qui  a   pour  diamètre  Ac,   est 
égal  au  double  du  cercle  qui  a  pour  dia- 
mètre DB,  conjointement  avec  les  deux  demi- 
cercles  qui  ont  pour  diamètres  les   droites 
AD,  DC.  Donc  si  nous  retranchons  de  part  et 
d'autre  les  deux  demi -cercles  ad,    dc  ,  la 
figure  comprise  entre  les  trois  demi-circon- 
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férences  des  cercles  Ac  ,  ad  ,  dc  ,  c'est-à- 
dire  l'Arbelon ,  sera  égal  au  cercle  dont  le 
diamètre  est  db.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    V. 

Soit  un  demi -cercle  ab.  Que  c  soit  un 
point  quelconque  de  son  diamètre.  Construi- 
sons sur  son  diamètre  les  deux  demi-cercles 
AC  ,  CB  ;  du  point  c  élevons  la  droite  cd  per- 
pendiculaire sur  AB  ;  et  de  part  et  d'autre  de 
cette  perpendiculaire  décrivons  deux  cercles 
qui  touchent  cette  perpendiculaire  et  les  arcs 
des  demi-cercles.  Je  dis  que  ces  deux  cercles 
sont  égaux  entre  eux. 

Supposons  qu'un  de  ces  cercles  touche  la 
perpendiculaire  dc  en  e;  qu'il  touche  la  cir- 
conférence du  demi-cercle  ab  au  point  f,  et 
la  circonférence  du  demi-cercle  Ac  au  point 
G.  Menons  le  diamètre  he  perpendiculaire 
sur  DC.  Le  diamètre  he  sera  parallèle  au  dia- 
mètre AB,  parce  que  les  deux  angles  hec, 
ace  sont  droits.  Joignons  fh  ,  ha.  La  ligne 
AF  sera  une  ligne  droite  ,  ainsi  qu'on  l'a  dé- 
montré dans  la  première  proposition  ;  et 
les  droites  af^  ce  se  rencontreront  en  un 
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point  D ,  parce  que  les  angles  dac  ,  dc a  pris 
ensemble  sont  moindres  que  deux  droits. 
Joignons  aussi  fe,  eb;  la  ligne  efb  sera  aussi 
une  ligne  droite,  ainsi  que  nous  Tavons  dit; 


et  cette  droite  sera  perpendiculaire  sur  ad, 
parce  que  l'angle  afb  est  droit  à  cause  qu^il 
est  compris  dans  le  demi-cercle  AB.  Joignons 
HG,  GC.  La  ligne  hc  sera  une  ligne  droite. 
Joignons  eg,  ga.  La  ligne  ega  sera  une  ligne 
droite.   Prolongeons  cette  droite  vers  i ,    et 
joignons  Bi.  La  droite  bi  sera  perpendiculaire 
sur  AI.  Joignons  di.  Puisque  les  lignes  ad  ,  ab 
sont  deux  droites  ;  que  du  point  d  on  a  con- 
duit la   droite  dc  perpendiculaire   sur  ab; 
que  du  point   B  on  a   conduit  la  droite  bf 
perpendiculaire  sur  da  ,•  que  ces  deux  ])cr- 
pendiculaires  se  coupent  mutuellement  au 
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point  E  ,  et  que  de  plus  la  droite  ae  prolon- 
gée jusqu'en  i  est  perpendiculaire  sur  bi,  la 
ligne  BTD  sera  une  ligne  droite,  ainsi  que 
nous  Tavons  démontré  dans  nos  propositions 


qui  regardent  les  triangles  rectangles  (ä\ 
Mais  les  deux  angles  agc,  aib  sont  droits, 
les  droites  bd,  cg  étant  parallèles,  et  la  rai- 
son de  AD  à  DH ,  qui  est  la  même  que  la  rai- 
son de  AC  à  HE,  est  encore  la  même  que  la 
raison  de  ab  à  Bc  (S);  donc  le  rectangle  com- 
pris sous  Ac ,  CB  est  égal  au  rectangle  com- 
pris sous  AB  ,  HE.  Nous  démoutrcrons  sem- 
blablement  que  dans  le  cercle  lmn,  le  rec- 
tangle compris  sous  Ac,  cb  est  égal  au  rec- 
tangle compris  sous  AB  et  sous  le  diamètre  du 
cercle  lmn",  et  Ton  conclura  de  là  que  les  dia- 
mètres des  cercles  efg,  lmn   sont    égaux. 
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Donc  ces  deux  cercles  sont  égaux.  Ce  qu'il 
fall  oit  démontrer. 

PROPOSITION    VI. 

Soit  un  demi-cercle  abc.  Prenons  un  point 
D  sur  son  diamètre  ,  de  manière  que  la  rai- 
son de  AD  à  Dc  soit  la  même  que  la  raison  de 


trois  à  deux;  sur  ad,  dc  décrivons  deux 
demi-cercles.  Supposons  un  cercle  ep  tan- 
gente aux  trois  autres  demi-cercles ,  et  me- 
nons dans  ce  cercle  le  diamètre  ef  parallèle 
au  diamètre  Ac.  Il  faut  trouver  la  raison  du 
diamètre  Ac  au  diamètre  ef. 

Joignons  ae,  eb,  et  cf,  fb.  Les  lignes  cfb, 
AEB  seront  des  lignes  droites ,  ainsi  qu^'on  Ta 
démontré  dans  la  proposition  1^"^^  Menons 
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aussi  les  deux  lignes  fga  ,  ehc  y  on  démon- 
trera que  ces  deux  lignes  seront  des  droites 
ainsi  que  les  deux  lignes  de  ,  de.  Joignons 
Di ,  DL ,  ainsi  que  em  ,  fn  ,  et  prolongeons  ces 


dernières  droites  vers  o.  p.  Puisque  dans  le 
triangle  aed  ,  la  droite  ag  est  perpendicu- 
laire sur  ed;  que  la  droite  di  est  perpendicu- 
laire sur  AE ,  et  que  les  droites  ag  ,  m  se 
coupent  au  point  m  ,  la  droite  emo  sera  per- 
pendiculaire sur  AD  (a),  ainsi  que  nous 
Tavons  démontré  dans  notre  exposition  des 
propriétés  des  triangles  y  sur  laquelle  est  fon- 
dée la  démonstration  précédente.  La  droite 
EP  sera  senib]al3lement  perpendiculaire  sur 
CA.  Mais  les  angles  en  l  et  b  sont  droits;  donc 
DL  sera  parallèle  à  ab  ,  et  di  parallèle  à  CB. 
Donc  AD  est  à  dc  comme  am  est  à  fm  ,  et 
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comme  ao  est  à  op.  Mais  cd  est  à  da  comme 
CN  est  à  NE  5  et  comme  cp  est  à  po  ;  et  nous 
avons  supposé  que  ad  étoit  à  dc  comme  trois 
est  à  deux;  donc  ao  est  à  op  comme  trois 
est  à  deux.  Mais  op  est  à  cp  comme  trois 
est  à  deux;  donc  les  trois  droites  ao  ^  op,  pc 
sont  proportionnelles.  Donc  la  droite  pc 
étant  quatre  ,  la  dro-ite  op  sera  six  ^  la  droite 
Ao  neuf  et  la  droite  ca  dix-neuf.  Mais  Po  est 
égal  à  ef;  donc  ac  est  à  ef  comme  dix- 
neuf  est  à  six.  Donc  nous  avons  trouvé  la 
raison  demandée. 

Si  la  raison  de  ad  à  dc  étoit  différente ,  si 
par  exemple  elle  étoit  la  même  que  la  raison 
de  quatre  à  trois  ou  de  cinq  à  quatre  ^  ou  tout 
autre  raisonnement >  et  la  manière  de  procé- 
der ne  seroit  pas  différente  {ë\  Ce  qu'il  fal- 
loit  trouver. 

PROPOSITION    VIL 

Si  un  cercle  est  circonscritàun  quarre,  et 
si  un  autre  cercle  lui  est  inscrit,  le  cercle 
circonscrit  sera  double  du  cercle  inscrit. 

Circonscrivons  un  cercle  ab  au  quarre  ab  , 
et  inscrivons-lui  le  cercle  cd.  Que  ab  soit  la 

T  Q  M  E    1 1.  24 
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diagonale  du  quarre  et  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit.  Conduisons  dans  le  cercle  inscrit 
le  diamètre  cd  j^arallèle  au  côté  ae  ,  qui  est 


égal  à  CD.  Puisque  le  quarre  de  ab  est  double 
du  quarre  de  ae  ou  de  dc,  et  que  les  cercles 
sont  entre  eux  comme  les  quarrés  de  leurs 
diamètres,  le  cercle  ab  sera  double  du  cerck 
CD.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    VIII. 

Si  une  corde  ab  d'un  cercle  est  prolongée , 
et  si  Ton  fait  bc  égal  au  rayon  de  ce  cercle; 
si  ensuite  Ton  joint  le  point  c  et  le  centre  du 
cercle  qui  est  le  point  d  ,  et  si  l'on  prolonge 
CD  jusqu'en  E,  l'arc  ae  sera  triple  de  l'arc  bf. 

Menons  eg  parallèle  à  ab  ,  et  joignons  db  , 
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DG.  Puisque  Fangle  deg  est  égal  à  l'angle  dge, 
Tangle  gdc  sera  double  de  Fangle  deg.  Mais 
TangleBDc  est  égal  à  Fangle  bcd,  et  Fangle 


CEG  égal  à  Fangle  ace;  donc  Fangle  gdc  sera 
double  de  Fangle  cdb  ,  et  Fangle  entier  bdg 
triple  de  Fangle  bdc.  Donc  Farc  ae  qui  est 
égal  à  bg  sera  triple  de  Farc  bf.  Ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

PROPOSITION   IX. 


Si  dans  un  cercle  deux  droites  ab  ^  cd  , 
qui  ne  passent  pas  par  le  centre ,  se  coupent 
à  angles  droits,  les  arcs  ad,  cb  pris  ensem- 
ble, seront  égaux  aux  deux  arcs  ac,  db  pris 
ensemble. 

Menons  le  diamètre  ef  parallèle  à  ab;  ce 


5^2  LE  M  M  ES. 

diamètre  coupera  cd  en  deux  parties  égales 
au  point  g.  Donc  Farc  ec  sera  égal  à  Farc  éd. 
Mais  Tare  edf  est  égal  à  la  demi-circonfé- 
rence ,  ainsi  que  Farc  ecf  ,  et  Farc  ed  est  égal 
à  Farc  ea,  conjointement  avec  Farc  ad  ;  donc 
Farc  CF,  conjointement  avec  les  deux  arcs 


EA ,  ad  sera  égal  à  la  demi-circonférence. 
Mais  Farc  ea  est  égal  à  Farc  bf  ,•  donc  Farc 
CB ,  conjointement  avec  Farc  ad  est  égal  à 
la  demi-circonférence.  Donc  la  somme  des 
arcs  EC,  ea,  c'est-à-dire  Farc  ac,  conjoin- 
tement avec  Farc  db  est  aussi  égal  à  la  demi- 
circonférence.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    X. 

Soient  le  cercle  abc;  la  tangente  da  ;  la 
sécante  db  ,  et  la  tangente  dc.  Menons  la 
droite  ce  parallèle  à  db  ,  et  la  droite  ea  qui 
coupe  la  droite  db  en  F.  Du  point  F  abaissons 


la  perpendiculaire  fg  sur  la  droite  ce.  Je  dis 
que  la  perpendiculaire  fg  coupera  la  droite 
Ec  en  deux  parties  égales  au  point  g. 

Joignons  ac.  Puisque  la  droite  da  est  tan- 
gente, et  que  la  droite  Ac  est  une  corde, 
l'angle  dac  sera  égal  à  l'angle  du  segment  al- 
terne ABC ,  c'est-à-dire  à  l'angle  aec.  Mais 
l'angle  aec  est  égal  à  l'angle  afd  ,  parce  que 
les  droites  cE  ,  bd  sont  parallèles;  donc  les 
angles  dac  ,  afd  sont  égaux.  Donc  les  deux 
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triangles  daf  ,  ahd  ont  les  angles  afd  ,  had 
égaux  chacun  à  chacun ,  mais  ils  ont  de  plus 
lin  angle  commun  en  d;  donc  le  rectangle 
compris  sous  fd  ,  dh  est  égal  au  quarre  de 


DA  ,  et  par  conséquent  au  quarre  de  ne.  Donc 
puisque  fd  est  à  dc  comme  cd  est  à  dh  ,  et 
que  l'angle  bdc  est  commun,  les  triangles 
DFc ,  DCH  sont  semblables.  Donc  Tangle  dfc 
est  égal  à  l^angle  dch  ,  qui  est  égal  à  Tangle 
BAH ,  et  celui-ci  est  égal  à  Tangle  afd.  Donc 
les  deux  angles  afd,  cfd  sont  égaux.  Mais 
l'angle  dfc  est  égal  à  l'angle  fce  ,  et  nous 
avons  vu  que  Tangle  dfa  est  égal  à  l'angle 
AEC,*  donc  dans  le  triangle  fec  l'angle  fcg 
est  égal  à  l'angle  feg.  Mais  les^deux  triangles 
FGE ,  FOC  ont  de  plus  chacun  un  angle  droit 
en  G  et  un  côté  commun  gf  ;  donc  la  droite 
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ca  est  égale  à  la  droite  ge.  Donc  la  droite 
CE  est  coupée  en  deux  parties  égales  en  g. 
Ce  qu^il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XL 


Si  dans  un  cercle  deux  cordes  ab  ,  cd  se 
coupent  mutuellement  à  angles  droits  en  un 
point  E  qui  ne  soit  pas  le  centre ,  la  somme 
des  quarrés  des  droites  ae,  be,  ec  ,  ed  sera 
égale  au  quarre  du  diamètre. 

Menons  le  diamètre  af,  et  les  droites 
Ac^  AD,  CF,  DB.  Puisque  Tangle  aed  est  droit , 


cet  angle  sera  égal  à  Tangle  acf.  Mais  Fangle 
ADc  est  égal  à  Fangle  afc;  puisqu'ils  com- 
prennent le  même  arc  ;  donc  dans  les  trian- 
gles ADE,  AFC,  les  autres  angles  caf,  dae 
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sont  égaux  chacun  à  chacun.  Donc  les  deux 
arcs  CF ,  DB  sont  égaux ,  et  par  conséquent  les 
cordes  de  ces  arcs.  Mais  la  somme  des  quar- 


rés  de  de  et  de  eb  est  égale  au  quarre  de  bd  , 
et  par  conséquent  au  quarre  de  cf  ;  la  somme 
des  deux  quarrés  de  ae  et  de  ec  est  égale  au 
quarre  de  ca  ,  et  la  somme  des  quarrés  de 
cF  et  de  CA  est  égale  au  quarre  du  diamè- 
tre FA  ;  donc  la  somme  des  quarrés  de  ae  , 
EB ,  ce  ,  ED  est  égale  au  quarre  du  diamètre. 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XII. 


Soit  un  demi-cercle  décrit  sur  ab  comme 
diamètre.  Du  point  c  conduisons  deux  droites 
tangentes  aux  points  D ,  E.  Menons  les  droites 
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lA ,  DB,  qui  se  coupent  mutuellement  au 
point  F.  Joignons  CF  et  prolongeons  CF  jus- 
qu^en  G.  Je  dis  que  la  droite  CG  sera  per- 
pendiculaire sur  AE. 

Joignons  da^  eb.  Puisque  l'angle  bd a  est 

c 


droit  5  la  somme  des  deux  angles  restans  dab, 
DBA  du  triangle  dab  ,  sera  égale  à  un  droit. 
Mais  Tangle  aeb  est  droit;  donc  la  somme 
des  deux  angles  dab,  dba  est  égale  à  Tangle 
aeb.  Donc  si  nous  ajoutons  de  part  et  d^au- 
tre  Fangle  fbe  ,  la  somme  des  deux  angles 
DAB,  ABE  sera  égale  à  la  somme  des  angles 
fbe,  feb  ,  et  par  conséquent  à  Tangle  exté-» 
rieur  dfe  du  triangle  FBE.  Mais  la  droite  CD 
eat  tangente  au  cercle ,  et  db  une  corde  ;  donc 
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Tangle  CDB  est  égal  à  Fangle  DAB.  Sembla- 
blement  Fangle  CEF  est  égal  à  Tangle  eba. 
Donc  la  somme  des  angles  CEF,  CDF  est 
égale  à  Tangle  dfe.  Mais  nous  avons  dé- 
montré dans  le  livre  des  quadrilatères  que 

c 


si  entre  deux  droites  égales  CD,  CE  qui  se 
rencontrent  en  un  point,  on  mène  deux 
droites  DF ,  EF  qui  se  coupent  mutaelle- 
ment,  et  siTangle  DFE  compris  par  ces  deux 
droites  est  égal  à  la  somme  des  deux  angles 
CEF,  CDF,  la  droite  CF  sera  égale  à  chacune 
des  droites  eu,  CE  (a).  D^où  il  suit  que  CF 
sera  égal  à  CD.  Donc  Tangle  cfd  est  égal  à 
Tangle  CDF,  c'est-à-dire  à  Tangle  dag.  Mais 
Fangle  CFD^  conjointement  avec  Tangle  dfg 
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est  egal  à  deux  angles  droits  ;  donc  Tangle 
DAG  ;i  conjointement  avec  Tangle  DFG  est  égal 
à  deux  droits.  Mais  la  somme  des  deux  angles 
restans  adf,  agf  du  quadrilatère  est  égale  à 
deux  droits,  et  Tangle  adb  est  droit;  donc 
Fangle  agc  est  droit.  Donc  CG  est  perpendi- 
culaire sur  AB.  Ce  qu^il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XIII. 


Que  deux  droites  ab,  cd  se  coupent  mu- 
tuellement dans  un  cercle;  que  ab  soit  un 
diamètre;  que  CD  ne  soit  point  un  diamètre, 


et  des  points  A  ,  B  conduisons  les  droites  ae, 
BF  perpendiculaires  sur  CD.  Je  dis  que  les 
droites  CF  ,  DE  seront  égales. 

Joignons  eb.  Du  point  i ,  qui  est  le  centre 
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du  cercle,  conduisons  la  droite  ig  perpen- 
diculaire sur  CD,  et  prolongeons-la  jusqu'au 
point  H  de  la  droite  eb.  Puisque  la  perpen- 
diculaire IG  est  menée  du  centre  sur  CD , 

A 


cette  perpendiculaire  partagera  la  droite  CD 
en  deux  parties  égales  en  G.  Mais  les  droites 
IG,  AE  sont  deux  perpendiculaires  sur  CD; 
donc  ces  deux  perpendiculaires  sont  paral- 
lèles. Mais  Bl  est  égal  à  ia;  donc  la  droite 
BU  est  égale  à  la  droite  HE.  Donc,  à  cause 
de  Tégalité  de  ces  deux  droites,  et  à  cause 
que  BF  est  parallèle  à  HG,  la  droite  FG  sera 
égale  à  la  droite  GE.  Donc  si  des  droites 
égales  GC,  GD,  on  retranche  les  droites  égales 
GF,  Gt,  les  droites  restantes  FC,  ED  seront 
égales.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XIV. 


Soit  un  demi-cercle  AB.  De  son  diamètre 
AB  retranchons  les  parties  égales  AC,  BD.  Sur 
les  droites  ac  ,  CD ,  Bd  décrivons  des  demi- 
cercles;  que  le  point  i-  soit  le  centre  des  deux 


demi-cercles  ab  ,  CD.  Que  la  droite  ef  soit 
perpendiculaire  sur  AB,  et  prolongeons  la 
droite  EF  vers  g.  Je  dis  que  le  cercle  qui  a 
la  droite  fg  pour  diamètre  est  égal  à  la  sur^ 
face  comprise  par  la  demi-circonférence  du 
demi  grand  cercle,  par  la  demi-circonférence 
de  deux  demi-cercles  qui  sont  placés  dans 
le  grand  demi-cercle,  et  en^n  par  la  demi-^ 
circonférence  du  demi-cercle  qui  est  hors  du 
demi  grand  cercle,  La  figure  comprise  cntie 
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les  quatre    demi-circonférences   des  demi- 
cercles  AB,  CD,  DB,  AC  s'appelle  Salinon. 

Puisque  la  droite  dc  est  coupée  en  deux 
parties  égales  au  point  e,  et  qu'on  lui  a  ajouté 
la  droite  c  a  ,  la  somme  des  quarrés  des  droites 
DA ,  CA  sera  double  de  la  somme  des  quarrés 

G 


des  droites  DE,  EA  (a).  Mais  F  G  est  égal  à  DA; 
donc  la  somme  des  quarrés  des  deux  droites 
FG ,  AC  est  double  de  la  somme  des  quarrés 
des  deux  droites  de  ,  ea.  Mais  ab  est  double 
de  AE,  et  CD  double  de  ED  ;  donc  la  somme 
des  quarrés  des  deux  droites  ab  ,  DC  est  qua- 
druple de  la  somme  des  quarrés  des  deux 
droites  de,  i:a,  et  par  conséquent  double 
de  la  somme  des  quarrés  des  deux  droites 
GF ,  AC.  Donc  la  somme  des  deux  cercles 
qui  ont  pour  diamètres  les  droites  ab,  DC 
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sera  semblablenient  double  de  la  somme  des 
cercles  qui  ont  pour  diamètres  les  droites 
GF^  AC.  Donc  la  somme  des  demi-cercles 
qui  ont  pour  diamètres  les  droites  AB ,  cd  est 
égale  à  la  sojiime  des  deux  cercles  qui  ont 
pour  diamètres  les  deux  droites  gf,  ac.  Mais 
le  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  droite  ac 
est  égal  à  la  somme  des  deux  demi-cercles 
AC ,  BD;  donc  si  Ton  retranche  de  part  et 
d^autre  les  deux  demi-cercles  AC ,  BD  qui 
sont  communs^  la  figure  restante,  qui  est 
comprise  entre  les  quatre  demi-circonfé- 
rences des  demi-cercles  ab,  cd,  db  ,  ac  , 
et  qu'on  appelle  salinon ,  sera  égale  au  cercle 
qui  a  pour  diamètre  la  droite  fg.  Ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XV. 

Soit  AB  un  demi-cercle  ,•  que  ac  soit  le  côté 
du  pentagone  inscrit,  et  ad  la  moitié  de  Tare 
ac.  Menons  la  droite  CD ,  et  prolongeons-la 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  en  E  la  droite 
BA  prolongée.  Menons  la  droite  bd,  qui 
coupe  la  droite  CA  en  un  point  F  ,  et  du  point 
F  abaissons  sur  ab  la  perpendiculaire  fg-  Je 
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dis  que  la  droite  eg  sera  égale  au  rayon  du 
/  cercle. 

Joignons  CB.  Que  le  point  h  soit  le  centre 


du  cercle.  Joignons  HD,  DG  et  ad.  Puisque 
Tangle  abc  qui  embrasse  le  côté  du  penta- 
gone vaut  les  deux  cinquièmes  d'un  angle 
droit ,  chacun  des  angles  CBD  ,  DBA  vaudra 
le  cinquième  d'un  angle  droit.  Mais  l'angle 
DHA  est  double  de  l'angle  dbh;  donc  l'angle 
DHA  vaut  les  deux  cinquièmes  d'un  droit 
Mais  les  deux  triangles  CBF ,  gfb  ont  chacun 
un  angle  égal  en  B,  et  chacun  un  angle  droit 
en  G  et  c,  et  ils  ont  de  plus  un  côté  commun 
FB  ;  donc  BC  sera  égal  à  bg.  Mais  les  deux 
triangles  CBD ,  GBD  ont  les  côtés  CB,  BG 
égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  deux  angles 
FBC  ,  FBG,  et  ils  ont  de  plus  le  côté  BD 
commun;  donc  les  deux  angles  bcd  ,  bgd 
sont  égaux.  Mais  chacun  de  ces  angles  ^  qui 
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vaut  les  six  cinquièmes  d'un  angle  droit ,  est 
égal  à  Tangle  cxtej'iie  dae  du  quadrilatère 
BADC  ,  qui  est  inscrit  dans  le  cercle  (a);  donc 
l'angle  restant  DAß  sera  égal  à  l'angle  dga,  et 
le  côté  DA  égal  au  coté  dg.  Mais  l'angle  dhg 
vaut  les  deux  cinquièmes  d'un  angle  droit , 
et  l'angle  dgh  vaut  les  six  cinquièmes  d'un 
angle  droit;  donc  l'angle  restant  Hdg  vaut 
les  deux  cinquièmes  d'un  droit.  Donc  DG  est 
égal  à  GH.  Mais  l'angle  externe  ade  du  qua- 
drilatère ADCB  inscrit  dans  le  cercle  est  égal 
à  l'angle  CBA  ,  qui  vaut  les  deux  cinquièmes 
d'un  angle  droit  et  à  l'angle  gdh  ,  et  de  plus 
dans  les  deux  triangles  eda^  hdg^  les  deux 
angles  EDA,  HDG,  sont  égaux  ainsi  que  les 
deux  angles  DGH  ,  dae  et  les  deux  côtés  da  , 
DG;  donc  ea  sera  égal  à  h  G.  Donc  si  l'oa 
ajoute  de  part  et  d'autre  A  G,  la  droite  r.G  sera 
égale  à  la  droite  ah.  Ce  qu'il  falloit  démon- 
trer. 

Il  suit  de  là  que  la  droite  DE  est  égale  au 
rayon  du  cercle.  Car  puisque  l'angle  dae  est 
égal  à  DGH,  la  droite  DH  sera  égale  à  la  droite 
DE.  Je  dis  de  plus  que  la  droite  EC  est  par- 
tagée en  moyenne  et  extreme  raison  en  i), 
et   que    DE  est   le  plus  grand  segment.  En 
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effet,  la  droite  ED  est  le  côté  d\\n  hexagone, 
et  DC  le  côté  d'un  décagone  (^).  Ce  qui  est 
démontré  dans  les  élémens.  Ce  qu'il  falloit 
démontrer. 


FIN  DES  LEMMES  ET  DES  (EUVRES  D'ARCHIMEDE. 


COMMENTAIRE 


SUR  LES  (EUVRES 


D'ARCHIMÈDE. 


COMMENTAIRE 

SUR 

LE  LIVRE  DES  HÉLICES. 


ARCHIMEDE   A   DOSITHEE. 

(et)  Archimède  ne  parle  ici  que  de  deux  pro- 
blèmes défectueux ,  et  cependant  on  verra  plus 
bas  qu'il  en  comptoit  trois. 

(C)  C'est  la  proposition  6  du  deuxième  livre 
de  la  Splière  et  du  Cylindre,  laquelle  est  énon- 
cée ainsi  :  Construire  un  segment  spliérique 
semblable  à  un  segment  sphérique  donné,  et 
égal  à  un  autre  segment  sphérique  aussi  donné. 

PROPOSITION    I. 

(a)  Cette  démonstration  est  fondée  sur  la 
sixième  proposition  du  cinquième  livre  des  Elé- 
mens  d'Euclide. 


Sqo 
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PROPOSITION    VI. 

(a)  Ce  passage  est  un  peu  obscur.  Voici  com- 
ment on  pourroit  rendre  la  pensée  d'Archi- 
mède  :  Plaçons  la  droite  BN  de  manière  que 
cette  droite  passant  par  le  point  r  une  de  ses 
extrémités  se  termine  à  la  circonférence  en  de- 
dans du  cercle,  et  que  l'autre  extrémité  se  ter- 
mine à  la  ligne  KN.  Cette  droite  sera  coupée 
par  la  circonférence,  et  tombera  au-delà  de  rA. 

PROPOSITION   VIIL 


(et)  Les  antecedens  SI  x  lA  et  Kl  x  IN  sonS 

M 


égaux;  car  puisque  Hl  :  Kl  ::  IN  :  lA,  on  a  SI 
X  lA  =  Kl  X  IN.  Les  conséquens  KE  x  lA  et 
Kl  XrA  sont  aussi  égaux  j  car  les  deux  triangles 
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IKA ,  lEA  étant  semblables ,  on  a  l  A  :  Kl  :  :  I A  :  lE, 
et  par  soustraction  lA  :  Kl  ::  rA  :  KE;  ce  qui 
donne  KE  x  lA  =  Kl  X  TA.  Donc  IN  :  FA  ::  HI 

:  KE. 

(^)  En  effet,  la  proportion  TS  :  KB  ::  HI  :  KE 
donne  T^  —  HI  :  KB  —  KE  :  :  TS  :  KB  ou  Kr  ;  c'est- 
à-dn^e  ir  :  BE  ::  TS  :  KB. 

PROPOSITION    X. 

(ä)  Soit  la  suite  i ,  3  ,  5  ,  4  9  ^ '^  > 

Soit  aussi  la  suite  n,  n,  n^  n,  7i /z. 

Je  dis  d'abord  que  la  somme  des  quarrësdes 

termes  de  la  seconde  suite  qui  est  /z^,  plus  le 

quarre  d'un  des    termes  de  cette  suite  qui  est 

7Z*,   plus  du  produit  du  premier  terme  de  la 

^première  suite  par   la   somme  des   termes  de 

cette  suite  qui  est  (n+ij-  y  c  est-a-dn e , 

2  2 

est  égale  à  trois  fois  la  somme  des  quarrës  des 

termes  de  la  première  suite,  qui  est  égale  à  72^4- 

• .  Le  qui  est  evident,  car  la  somme  des 

2 

trois    premières   (Quantités  étant  7z  ^    +    n^  -\- 

,  SI  1  on  réduit  n     en   traction  ,  on  aura 

2 

,             5  71^    4-    72 
72^    +   . 
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Je  dis  ensuite  que  la  somme  des  quarrës  des 
termes  de  la  seconde  suite  qui  est  égale  à  7z% 
est  plus  petite  que  le  triple  de  la  somme  des 
quarrës  des  termes  de  la  première  suite  qui  est 

ecfale  a  n     -j-  ;  cela  est  evident. 

Je  dis  enfin  que  la  somme  des  quarrës  des 
termes  de  la  seconde  suite  qui  est  n^ ,  est  plus 
grande  que  le  triple  de  la  somme  des  quarrës 
des  termesde  la  première  suite,  le  dernier  étant 

Ô     72  il         77 

excepté  ,  c'est-à-dire  que  n  ^  4-  - — —  —  7z% 

ç'est-a-dire  que  n h  — .  Ce  qui  est  en- 


core evi 


dent. 


(C)  Ce  qui  précède  paroîtra  très -clair,  si 
Ton  fait  usage  des  signes  de  l'algèbre.  En  effet  ^^ 
Ton   aura  en  faisant  usage  de  ces  signes  : 

2XBXI—     2BX0, 

2xrxK—  4rx©, 
2x^xA=  G  à  X  e^ 
2  X  h  -xu  =    8ex©, 

2X2XN:=102X©, 
2XHxSr=i2HX0, 

2X0XÛzn:l4  0X0> 

Donc   la  somme  des  premiers  membres  de  ces 
équations,  conjointement  avec  0  (A  -J-  B  +  r 
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+  A  +  E  +  2  +  H4-0),    sera  égale   à  G  (A 


I[  K'  A 


A   B 


M 


N 


a:  El  z 


m  o 


H 


® 


i50). 

(y)  C'est  à-dire,  0  :  A  ::  A  :  8a. 

(cT)  En,  effet,  puisque  les  droites  B,  r,  etc. 
sont  en  progression  arithmétique,  on  a  B  +  0 
rz=A-r+  H  =  A;  A-fZ  =  A;  3E  =  A. 

(^)  C'est-à-dire ,  que  A^4-(A-fB+r  +  A^ 
4-  E  4-  z  4-  H  +  0)  X  0  <  5A^  En  effet,  on 
a  démontré  plus  haut  que  A^  =  (^A  -\-  2  B  -}-  2T 

-I-  2A-4-2E-f-224-2H-4-20)  X0.  DoUC 
A*<(A-fB4-r-f  a4-E4-2-|-H  +  0)X0. 
Donc  A'"-!-  (A-i-B  +  r-hA+E+2  +  H  + 
0)  X  0  <3A^ 


094 


DES     HELICES. 


PROPOSITION    XL 

{et)  Que  Aq  soit  egal  à  i  ;  que  le  nombre  des 
quantités  inégales  AB ,  Ta,  etc.  soit /z  -\-  i.  IjG 
nombre  àes  quantités  inégales  A4» ,  rx ,  etc. 
sera  égal  à  tz  ,  et  A$  égal  aussi  à  n.  Nommons 
Ö  la  ligne  N5.  La  somme  des  quarrés  des  lignes 


A 

o 
r 

n 

E 

p 

r 

- 
A 

T 

3> 

-X 

»-Y 

^  Q 

-M 

^N 

K 

1   A 

z 

© 

K 

n 

si 

OA,  nz,  etc.  égalera  (/z  -f  ö:)*  X  tz,  et  la 
somme  des  quarrés  des  lignes  AB,  ta,  etc. ,  le 
quarre  de  la  ligne  Nä   étant  excepté ,   égalera 

__2  — i  —2  2  2  2  ——2 

A$   -f-  rx    4-  E^   -f  Ha    +  Is  +   Aq   -H  NS   X   72 

+  2  NH  (  A*  4-  rx  4-  E^  -f  Ha  4-  19-  +  al|  ) , 
c'est-à-dire  ^  ('iji^  +  n  -{-  i)  n  -\-  a"  n  •{■  2  a 
(tz  +  1)  X  7/2.  Il  faut  démontrer  que 

(tz  4-  a)  ^  X  TZ 

^  (2  72^4-5  72-4-1  )   7^4-(2^72-f-2  a(724-l)XÎT2 

(t2  4-  aY 


< 


(724-0)  «4-  J  72* 
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Il  faut  démontrer  ensuite 

{n  -V  ayXn  

{n  +  aY 
{n-\-  a)  a  -\-  \  ir" 

Ce  qui  sera  evident,  lorsqu'on  aura  fait  les  opé- 
rations convenables. 

(C)  C'est-à-dire,  égal  à  NH . 

PROPOSITION    XIII. 


(ît)  Si  la  droite  AA  partage  en  deux  parties 
égales  l'angle  BAr  du  triangle  BAr,  la  somme 


des  deux  côtés  ab,   Ar  sera  plus  grande  que 
le  double  de  la  droite  aa.  Si  les  côtés  ab,  Ar 


096  DES     HÉLICES. 


éloient  égaux  ,  il  est  evident  que  AB  +  Ar  se- 
roit  plus  grand  que  2  AA.  Supposons  que  ces 
côtés  ne  soient  pas  égaux,  et  que  Ar  soit  le 
plus  grand,  je  prolonge  AB,  et  je  fais  A£  égal 
à  Ar.  Je  joins  les  points  E ,  r  ;  par  les  points  A 
et  B  je  mène  les  droites  H0,  BZ  parallèles  à  Er, 
et  je  joins  les  points  E,  2,.  H  est  évident  que  AH 
4-  AG  >>  2A^.  Il  reste  donc  à  démontrer  que 
AB  +  Ar  >>  AH  -f-  A0.  Puisque  aa  partage 
l'angle  BAr  en  deux  parties  égales ,  on  aura  Ar 
:  BA  ::  Ar  :  EA.  Mais  Ar  >  AB  ;  donc  TA  >  BA. 
Donc  TA  >  aZ.  Mais  l'angle  Tâe=:  l'angle  bah, 
et  Fangle  ZAer=  l'angle  baH;  donc  ta  :  az  ::  re 
:  02.  Mais  az  =  ba  ,  et  fa  >  fa;  donc  ta  > 
AZ.  Donc  r©  >  ©Z.  Mais  AH  4.  A©  >  2  AA; 
donc  à  plus  forte  raison  ab  +  Ar  >  2  Aa. 

PROPOSITION    XVI. 

(^a)  L'angle  du  demi-cercle  est  l'angle  formé 
par  le  diamètre  et  la  circonférence.  Euclide 
démontre  (liv.  m,  prop.  18)  que  l'angle  du 
demi-cercle  est  plus  grand  que  tout  angle  recti- 
ligne  aigu. 
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PROPOSITION    XVII I. 

(a)  Car  si  du  point  A  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire sur  H0 ,  le  triangle  forme  par 
cette  perpendiculaire,  par  A0  et  par  la  moitié 
de  H0 ,  sera  semblable  au  triangle  0A2.  Donc 
©A  sera  àAZ  comme  la  moitié  de  H0  est  à  la  per- 
pendiculaire dont  nous  venons  de  parler.  Mais 
la  raison  de  ©A  à  AA  est  plus  grande  que  la 
raison  de  ©A  à  AZ  ;  donc  la  raison  de  ©A  à  AA 
est  plus  grande  que  la  raison  de  la  moitié  de 
H©  est  à  la  perpendiculaire  dont  nous  avons 
parlé. 

(C)  Par  permutation. 

(y)  Par  addition. 

(cT)  Cette  conclusion  est  fondée  sur  le  prin- 
cipe suivant  : 

Si  la  raison  d'une  partie  d'une  quantité  à 
cette  même  quantité  est  plus  grande  que  la 
raison  d'une  partie  d'une  autre  quantité  à  cette 
même  quantité  ,  la  raison  de  la  première  quan- 
tité à  son  autre  partie  sera  encore  plus  grande 
que  la  raison  de  la  seconde  quantité  à  son  antre 
partie. 

Que  la  première  quantité  soit  ap ,  et  qu'une 
de  SQS  parties  soit  a.  Son  autre  partie  sera  ap 
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—  a.  Que  la  seconde  quantité  soit  hq^  et  qu'une 
de  ses  parties  soit  h.  Son  autre  partie  sera  hq 

— ^.  Si  —  >  7~"î  JG  clis  que —  > 


ap       bq  ap  —  a       hq  —  h 

^    .  a         b  , 

Puisque  —  >  7—  7  il  est  evident  que  p  >  ^. 
ap       bq 

V  '  r  '  '  ^P        ^  ^7 

A  présent  pour  laire  voir  que >  - — - — , 

ap  —  a       bq  —  q 

P  Q  -ri'  *  1 

ou  que  — > — - — ,  je  tais  disparoitre  les 

dénominateurs  ,  et  la  première  quantité  devient 

pq  — p ,  et  la  seconde  devient  pq  —  q^  mais  p 

ap  bq 

>  ^^donc —  > 


ap  —  a      bq  —  b 
PROPOSITION    XIX. 

(et)  Car  puisque  le  triangle  TA2  ,  et  celui  dont 
les  cotés  sont  TA,  la  moitié  de  TN,  et  la  per- 
pendiculaire menée  du  point  A   sur  TN  sont 

TN 
semblables,  on  a  TA  est  à  A2  comme  —  est  à 

2 

la  perpendiculaire.  Mais  AA  est  plus  petit  que 

AZ  ;  donc  la  raison  de  TA  à  AA  est  plus  grande 

TN  , 

que  la  raison  de  —  à  la  perpendiculaire. 
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PROPOSITION    XXV. 


(et)  En  effet ,  le  quarre  du  rayon  du  cercle 

AE  X  AE 

ç-  étant  egal  à  A0  x   ©E  +    ^ ,  et  OE 

étant   égal  à  EA,    on  aura  cer.  ç-  :  cer.  A2HI 

©E  X  ®E 

::  2  ©E  X  ©E  H :   2  ©E  X  2  ©E  ::  6 

3 

X  ©E  -}-  ©E  :  12  X  ©E  ::  7  ••  12. 

PROPOSITION    XXVII. 

(et)  Parce  que  ©B  est  double  de  ©A. 

(C)  Puisque  l'on  a, 

KA  :  2°^^  cerc.   ::  7  :  12  ; 
2"^^  cerc.  :  i^^  cerc.  ::  12  :  3  ; 
i^^  cerc.  :  K  ::  3  :  I. 

Si  l'on  multiplie  ces  trois  proportions  par 
ordre ,  on  aura ,  KA  :  K  ::  7  :  i  x.  Ce  qui  donne 
KA  —  K  :  K  ::  y  :  i  ;  c'est-à-dire  A  :  K  :;  6  :  i  j 
et  l'on  a  par  inversion ,  K  :  A  ::  i  :  6. 

(y)  Puisque  Ton  a, 

Tb     — ^ 
KAM  ;  3«e  cerc.  ::  r©  x  ^B  +  -=-  :  r©  ; 

3 
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BKS     HELICES. 
:  2"^  cerc.  ::  r0  :  b0; 


5me  cerc, 

2™«  cerc.  :  KA  :  :  B0  :  B0  X  ©A  4- 


AB 


r  lA  E 


Si  Ton  multiplie  ces  trois  proportions  par  ordre , 
et  si  l'on  supprime  les  facteurs  communs  de 
deux  termes  de  chaque  raison ,  on  aura , 

TE  AB 

KAM  :  KA  ::  re  X  0B  +  -— :  E0  x  0A  4 ; 

3  3 


ou  bien 


0A 


KAM  :  KA  ::  30A  X  2  0A  4 :  20A  X  eA 

3 

0A 

+  -3-   ::i9*7- 

Donc  M  :  KA  ::  12  :  7.  Mais  K  :  A  ::  i  :  6;  et 
par  addition  ,  KA  :  A  ::  y  :  6  ;  donc  si  l'on  mul- 
tiplie ces  deux  dernières  proportions  par  ordre, 
on  aura  M  :  A  ::  2  :  i. 


DES     HEIilCES. 
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PROPOSITION    XXVIIL 


(a)  Puisque  Nil  :  secteur  Hre  ::  He  x  A©  -h' 

AH        4  * 

—  :  He ,  on  aura  secteur  Hre  —  Nn  :  NIî  ::  He 


AH  AH 

—  Ha  X  Ae :  A0  X  eH  +  — -  ;  mais  sec- 

5  3 

leur  utq  —  Nn  =  H ,  et  ne  —  He  x  Ae  — 

AH 

—  =  (  AH  +  A0  )  (  AH  4-  A0  )  —  Ae  (  AH  +: 

3 


AH 


A©  ) =  (ah  +  Ae)  (  AH  +  A0  —  A©  )  — 

3 
Âh*  ,       X      A«'   ,  ^^\ 

_  =  (ah  +  Ae)AH— —  =  (ah  +  Ae—   ; 


TOME  II, 


26 


I 


^0  3  DÉSHELICES.  * 

AH  =  (  A0  +.  y  AH)  AH  =  A©  X  AH  +  f  AH  ; 
donc  Ä  :  NH  ::  A0  X  AH  +  f  AH  :  A0  X  OH 


HA 


FIN   DU   COMMENTAIRE   SUR  I^ES  HÉLICES. 


c.  ;  (eA  ► 


COMMENTAIRE 

SUR  LES  DEUX  LITRES 
DE  L'ÉQUILIBRE   DES   PLANS 


LIVRE    PREMIER. 

DEMANDES. 

(*)  vJES  graves  sont  ou  des  surfaces,  ou  des 
solides  :  ou  considère  ces  surfaces  et  ces  solides 
comme  homogènes  et  comme  ayant  des  pesan- 
teurs proportionnelles  à  leurs  grandeurs. 

PROPOSITION    IV. 

(et)  Deux  grandeurs  égales  peuvent  avoir  le 
même  centre  de  gravité.  Soient,  par  exemple, 
deux  cercles  concentriques,  de  manière  que  le 
plus  petit  cercle  soit  égal  à  la  couronne  ;  il  est 
évident  que  le  plus  petit  cercle  et  la  couronne 
seront  deux  grandeurs  égales  qui  auront  le 
même  centre  de  gravité.  Il  en  seroit  de  même 
de  deux  sphères  concentriques. 


f 
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(jf)  Archimède  dit  qu'il  est  démontre  que  le 
centre  de  gravité  est  la  droite  AB.  Cela  n'est  dé* 
montré  dans  aucun  de  ses  écrits. 

PROPOSITION   VII. 

(a)  Retranchons  de  ab  moins  qu'il  ne  fau- 
droit,  etc.  Cela  se  peut.  Voyez  le  commen- 
cement du  dixième  livre  des  Elémens  d'Eu- 
clide» 

PROPOSITION    VIII. 

(*)  Pesanteur  est  ici  employée  comme  poids  : 
le  premier  se  prend  ordinairement  dans  un  sens 
plus  générale  ' 

(C)  Le  centre  de  gravité  de  AH  sera  dans  la 
droite  qui  passe  parles  points  E,  r,  parce  que 
le  centre  de  gravité  de  AA ,  celui  de  ah  et  celui 
de  AB  doivent  se  trouver  sur  la  même  droite. 

PROPOSITION    XII. 

(a)  Ou  bien  BH  est  à  ME  comme  B©  est  à  EN. 


LIVRE    PREMIER. 


4o5 


PROPOSITION    XIII. 

(et)  En  effet,  AB  :  BO  ::  aF  :  -^r.  Donc  AB  — 
BO  :  BO  ::  AT  —  -^r  :  "^F;  ou  bien  AO  :  BO  ::  a"^ 
f -^r.  Mais  AO  :  BO  ::  AE  :  EB ,  et  A*^  :  ^r  ::  A2 
:  Zr  ;  donc  AE  :  EB  ::  AZ  :  zr.  Donc  les  côtes  AB, 
Ar  sont  coupés  proportionnellement  aux  points 


J 

TT. 

7 

T 

R 

Tj 

7 

I 

I> 

IT 

\ 

J7l 

A 

> 

i    i 

2. 

\ 

E,  Z.  Donc  la  droite  EZ  est  parallèle  à  la  droite 
BF.  On  fera  le  même  raisonnement  pour  les 
droites  HK ,  AM. 

(C)  Car  à  cause  des  triangles  semblables  aaf, 

AsM ,  on  a ,  triangle   afa  :  triangle   AMS  :  :  aF 

:  aM.  Donc  triangle  AFA  :  triangle  AMs  X  4  •• 

AF  :  AM  X  4  •'  AF  X  AF  :  AM  X   (AM  +  MK  + 
KZ  +  ZF)  ::  AF  X  AF  :  AM  X  AF  ::  AF  :  AM. 

(>•)  En  effet,  4>P  :  Pn  ::  ta  :  An ,  et  TA  :  Aß 
::  FA  :  AM  ;  donc  fa  :  AM  ::  $P  :  Pn. 
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PROPOSITION    XV. 

(et)  Supposons  que  la  droite  2E  prolongée  ne 
passe  pas  par  le  point  H  où  se  rencontrent  les 
droites  prolongées  Ba  ,  Ta.  Joignons  les  points 
2  et  H,  on  aura  BZ  :  zr  ::  AE  :  Ea.  Mais  BZ  = 
2r  ;  donc  AE  =  Eâ.  Donc  la  droite  qui  passe 
par  les  points  Z  et  E  passe  aussi  par  le  point  H. 


LIVRE    SECOND- 

PROPOSITION    I. 

(a)  Puisque  le  segment  ab  est  egal  à  quatre 
fois  le  tiers  du  triangle  qui  a  la  même  base  et 


la  même    hauteur  que  le  segment  (voyez  le 
Traité  de  la  Quadrature  de  la  Parabole),  il  sera 
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facile  de  transformer  ce  triangle  en  un  rectangle 
dont  la  base  soit  égale  à  la  droite  AH. 

(C)  Le  grec  dit  yvcù^ifACûç,  comme  on  sait;  en 
sorte  que  cette  phrase  signifie ,  nommons  cette 
figure  inscrite  dans  le  segment  ^  suivant  Vac^ 
ception  ordinaire.  Je  ne  blâme  pourtant  pas  le 
mot  régulièrement^  il  vaut  peut-être  mieux  que 
tout  ce  qu'on  pourroit  mettre  en  place.  Je  dis 
seulement  que  la  traduction  n'est  pas  littérale, 
non  plus  que  dans  le  latin.  {DELJTdBRE.  ) 

[y)  Dans  le  segment  parabolique  ABr,  dont 
BA  est  le  diamètre,  ou  une  parallèle  au  dia- 
mètre ,  inscrivons  régulièrement  la  figure  rec- 
tiligne  ABr.  Menons  les  droites  EA,  2M ,  HN , 
Oä  ,  10  ,  Kn  parallèles  au  diamètre  ,  et  menons 
ensuite  les  droites  EK  ,  Zl ,  H©.  11  faut  démon- 
trer que  les  droites  EK ,  ZI ,  H0  sont  parallèles 
à  la  base  AF  du  segment;  que  ces  droites  sont 
coupées  en  deux  parties  égaies  par  le  diamètre 
BA  ,  et  que  les  droites  BX  ,  x*»?  ,  -^ß  ,•  îîa  ,  sont 
entre  elles  comme  les  nombres  i  ,3,5,  7. 

Puisque  2M  est  parallèle  au  diamètre  Ba  ,  la 
droite  AT  sera  égale  à  TB  (^Qaadr,  de  lu  Parab. 
prop.  i).  Donc  AM  est  égal  à  Ma.  Par:l«uîéme 
raison,  la  droite  AT  étant  égale*  à w^r^ y  et  la 
droite  1\J{  étant  égale  à  la  droite  Bif  ^  ia  droite 
AA  sera  égale  à  AM,  et  la  dri>itejMN.  e'gai^î  à  la 
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droite  NA.  Mais  la  droite  AM  est  égale  à  MA  ; 
donc  les  droites  AA ,  AM,  MN ,  Na  sont  égales 
entre  elles.  On  démontrera  semblablement  que 


les  droites  AH ,  ^O ,  on  ,  nr  sont  égales  entre 
elles.  Mais  AA  est  égal  à  aF;  donc  les  droites 
AA  ,  AM  ,  MN  ,  NA  ^  AS  ,  HO  ,  on  ,  UT  sont  tOUÎes 
égales  entre  elles.  Mais  AA  :  AP  ::  AA  :  ba  ,  et 
nr  :  Ils  ::  TA  :  BA  ::  AA  :  BA  ;  donc  AA  :  AP  ::  nr 
:  ns.  Mais  AA  =  nr  ;  donc  Ap  =  ns.  Mais  AP 
:  PE  ::  A  a  :  Aa  (  Qaadr,  de  la  Parab.  prop.  iv), 
€t  ns  :  sK  ::  lt  :  An  ::  aa  :  AA  ;  donc  AP  :  PE  :: 
ns  :  2K.  Mars  AP  =  ns  ;  donc  PE  =  xK.  Donc 
AE  ~  Kn.  Donc  EK  est  parallèle  à  Ar.  On  dé- 
mon treroit  de  la  même  manière  que  les  droites 
21 ,  He  sont  paralleles  à  Ar. 

Puisque  les  droites  EK,    An  sont  parallèles 
entre  elles,  ainsi  que  les  droites  EA,  ba,  Kn, 
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et  que  A  A  est  égal  à  Ail ,  la  droite  EQ  sera  égale 
à  ßK.  Par  la  même  raison  ,  la  droite  2*^  est 
égale  k  '^1 ,  et  la  droite  HX  égale  à  X0.  Donc 
le  diamètre  ba  partage  les  droites  EK,  21,  H0 
en  deux  parties  égales. 

Puisque  ba  :  E'^F  ::  4  :  i  {Quadr.  de  la  Farah. 
prop.  XIX ),  et  que  B^  :  EX  ::  4  :  i  ?  il  est   évi- 
dent que  si  la  droite   BX  vaut  i ,  la  droite  B*^ 
vaudra  4;  la  droite  x**!^,  3  ;  et  la  droite  ba,  i6. 
D'où  il  suit  que  2T  vaudra  4  ->  ^t  q^ie  "^FA  ou  2M 
vaudra  I2.  Menons  la  droite  E$  parallèle  à  ab, 
on  aura  2T  :  2$  ::  4  :  i  (  Quadr.  de  la  Parab, 
prop.   XIX  ).  Donc  4>T,  c'est-à-dire  EP ,    vaudra 
3  ,  et  Ap ,  qui  est  égal  à  la  moitié  de  MT ,  vau- 
dra 4.  Donc  ME,  c'est-à-dire  Ha,  vaudra  7  ,  et 
par  conséquent  "^Q. ,  qui  est  égal  à  ^A  —  ßA , 
vaudra  5.   Donc  BX  étant  i  ,  x^  vaudra  5,  '^ß 
vaudra  5 ,  et  Qa  vaudra  7.  Donc  les  droites  bx  , 
x^  ,  '^n ,  nA  sont  entre  elles  comme  les  nom- 
bres 1 ,  3  ,  5,  7. 

PROPOSITION    II  L 

(ût)  Voyez  la  note  (a)  de  la  lettre  à  Dosithée 
qui  est  en  tète  du  Traité  des  Conoïdes. 

(C)  Puisque  les  segmens  des  diamètres  b^, 
OP  sont  entre  eux  comme  les  nombres  i  ,  3, 
5j  7?  9)  etc.   il  est   évident  que  les  segmens 
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homologues  seront  proportionnels.  Il  n'est  pas 
moins  evident  que  les  parallèles  homologues 
seront  encore  proportionnelles.  En  effet,  puis- 
que HN  :  2M  ::  BN  :  BM  ::  I  :  4 ,  et  que  xtf  :  T<r 
::  Oq  :  09-  ::  i  :  4;  nous  aurons  HN  :  2M  ::  xq 
:  '^T'j  et  par  conséquent  ne  :  Zl  ::  x-^  :  T$ ,  et 
ainsi  de  suite. 

PROPOSITION    IV. 

(a)  Cela  est  évident  d'après  ce  qui  est  dit 
dans  le  dixième  livre  des  Elémens  d'Euclide , 
et  dans  le  premier  livre  de  la  Sphère  et  du  Cy- 
lindre. 

PROPOSITION    V. 

(et)  Car  puisque  la  droite  menée  du  point  K 
au  point  A,  et  la  droite  ZH  sont  parallèles  à 
Ar  (2  ,  I  ) ,  et  que  la  droite  KZ  est  parallèle  à 
"AH,  il  est  évident  que  KZ  =  AH.  Mais  les 
droites  Z© ,  Hl  sont  les  mêmes  parties  de  droites 
égales;  donc  0Z  =  IH.  Donc  cette  figure  ©ZHI 
est  un  parallélogramme. 

(C)  Les  deux  segmens  AKB,  BAF  sont  égaux. 
En  effet,  KZ  =  An,  et  les  perpendiculaires 
m:enées  du  point  B  sur  les  droites  prolongées 
ZK ,  HA  sont  égales ,  parce  que  les  droites  Kz , 
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AH  sont  également  éloignées  de  la  droite  Ba. 
Donc  le  triangle  BKz  est  egal  au  triangle  BAH. 
Le  triangle  KZA  est  egal  au  triangle  AHr ,  par  la 


même  raison.  Donc  le  triangle  BKA  est  égal  au 
triangle  BAF.  Mais  le  segment  eka  est  égal  à 
quatre  fois  le  tiers  du  triangle  BKa  ,  et  le  seg- 
ment BAF  est  aussi  égal  à  quatre  fois  le  tiers  du 
triangle  BAF  (^Quadr.  de  la  Parab.  prop.  xxiv). 
Donc  le  segment  BKA  est  égal  au  segment  BAF. 

iy)  Qj^adr.  de  la  Parabole ,  prop.  xxiv. 

((T)  Puisque  le  centre  de  gravité  du  triangle 
ABF  est  le  point  E,  et  que  le  centre  de  gravité 
de  la  somme  des  triangles  akb  ,  BAF  est  le  point 
T,  il  est  évident  que  le  centre  de  gravité  de  la 
figure  rectiligne  AKBAFsera  placé  dans  un  jjoint 
P  de  la  droite  TE,  les  segmens  PE,  TP,  PE  de 
cette  droite  étant  proportionnels  au  triangle 
ABF,  et  à  la  somme  des  triangles  akb,  baf  (i,  8). 
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Mais  la  raison  du  triangle  ABr  à  la  somme  des 
triangles  KAB,  aBF  est  plus  grande  que  la  raison 
ABr  à  la  somme  des  segmens  5  ear  la  somme 


des  segmens  est  plus  grande  que  la  somme 
des  triangles.  Donc  si  la  droite  ET  est  parta- 
gée en  deux  segmens ,  de  manière  que  celui 
qui  est  du  côté  du  point  T  soit  au  segment  qui 
est  du  côté  du  point  E,  comme  le  triangle  ABr 
est  à  la  somme  des  segmens ,  il  est  évident  que 
le  point  de  division  tombera  au  -  dessus  du 
point  P. 

PROPOSITION    VI. 


(a)  Cela  est  évident ,  puisque  la  figure  recti- 
ligne  AKBAr  est  plus  grande  que  le  triangle ,  et 
qu'au  contraire  la  somme  des  segmens  restans 
est  plus  petite  que  la  surface  K. 


ïiiVRE    SECOND,  4l3 

PROPOSITION    VIL 

(a)  La  figure  inscrite  re'gulièrement  dans  le 
segment  ABr  sera  semblable  à  la  figure  inscrite 
dans  le  segment  EZH,  si  la  figure  inscrite  dans 
le  segment  ABr  a  le  même  nombre  de  côtes 
que  la  figure  inscrite  dans  le  segment  EZH.  Car 
puisque  les  points  B ,  z  sont  les  sommets  de 
segmens  semblables  ,  les  figures  rectilignes  se- 
ront semblables. 

PROPOSITION    VIII. 

(a)  En  effet,  puisque  les  segmens  sont  sem- 
blables, leurs  centres  de  gravite  sont  sembla- 
blement  placés  dans  leurs  diamètres. 

(C)  Eutocîus  démontre  celte  proposition,  qui 
ne  Test  point  par  Archimède. 

Soit  la  parabole  ABF,  ayant  pour  diamètre 
la  droite  Ba.  Menons  l'ordonnée  aa,  et  la  droite 
AB  ;  coupons  AB  en  deux  parties  égales  au  point 
Z ,  et  par  ce  point  menons  la  droite  ZK  paral- 
lèle à  BA.  Cette  droite  sera  le  diamètre  du  seg- 
ment akB.  Par  les  points  K,  Z,  menons  les  droit-es 
K2 ,  Zo  parallèles  à  Aa,  Puisque  AZ  est  égaie  à 
Bz ,  la  droite  AB  sera  double  de  ZB  ,  la  droite 
AB  double  de  BO  et  aa  double  de  ZO ,  c'est-à- 
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dire  de  K2.  Donc  le  quarre  de  aa  est  qua- 
druple du  quarre  de  Ks  ,  et  par  conséquent  la 
droite  BA  quadruple  de  Bs.  Donc  puisque  Ba 
est  double  de  bo  ,  la  droite  BO  sera  double  de 


A  A  r 

B2.  Mais  sO  est  egal  à  k2,  puisque  KZsO  est 
un  parallélogramme;  donc  BA  est  quadruple 
de  KZ. 

(y)  Puisque  B0  =  4  ^^  ?  ^^  ^^^  évident  que  B@ 


—  XX 


est-à-dire  Bs  +  X0  sera  égal  à  3  zx. 


(S")  Voyez  la  Quadrature  de  la  Parabole , 
prop.  24. 

(0)  Puisque  AE  =  5  E©  ,  la  droite  A©  égalera 
GE0.  Mais  BA  r=  5  AE;  donc  BA  =  i5  E0  ;  donc 
B0  =  9E0;  donc  B0  :  A0  ::  9  E0  :  6  E0  ::  9  :  6 
::  5  :2,  Donc  b0  =  |0a. 


LIVRE    SECOND.  4l5 


t 


PROPOSITION    IX. 

(a)   La   démonstration  de  cette  proposition 

est  courte  et  facile,  lorsqu'on  emploie  l'algèbre. 

Soit  la  progression  suivante  ~  a  \h  \  c  \  dy 

et  que  d  '.  a  —  d  w  x  \[ r ]  ?  l'on  aura 

o  ad —  "^cd    ^  ,  -         - 

*  —   -? T—r*  Que  2a+4ö+6c  +  ^a 

3  a  —  5a 

:5a  +  io/^+  \o  c  -Y  S  d  \\  y  \  a  —  c,  on  aura 

2a*+4<2^+6<2C+5arZ — lac — Lhc — hc^ — 5cû? 
5  a  +  10  b  +  lo  c  -r  5  d 

Ou  bien  en  faisant  la  réduction 

2  a"  +  4ö3+4  ac-rS  ad-^/^bc — 6c* — 5  cd 


r== 


5a+  10  b  +  loc  +  S  d 


réunissant  ces  deux  équations,  les  réduisant 
au  même  dénominateur ,  et  faisant  attention 
que  bc-=^ad^  on  aura  a;  +  ;^  =  f  a.  Ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

«  Quelquefois  Eutocius ,  en  suivant  de  trop 
près  la  marche  d'Archimède ,  n'est  guère  moins 
obscur  que  lui  ;  et  c'est  ce  qu'on  remarque  prin- 
cipalement à  la  prop.  g  du  livre  il  de  l'Equi- 
libre des  Plans.  La  démonstration  d'Archimède 
a  trois  énormes  colonnes  in-folio ,  et  n'est  rien 
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moins  que  lumineuse.   Eutocius  commence  sai 
note  en  disant ,  que  le  théorème  est  fort  peu 
clair ,  et  il  promet  de  l'expliquer  de  son  mieux. 
Il  y  emploie  quatre  colonnes  du  même  format 
et  d'un  caractère  plus  serre ,  sans  réussir  da- 
vantage; au  lieu  que  quatre  lignes  d'algèbre 
suffisent  à  M.  Peyrard  pour  mettre  la  vérité  du 
théorème  dans  le  plus  grand  jour.  Il  est  peu 
croyable  qu'Archimède  ait  pu  arriver  par  une 
voie  si  longue^à  la  proposition  qu'il  vouloit  éta- 
blir ;  et  il  est  beaucoup  plus  probable  qu'il  en 
aura  reconnu  la  vérité  par  quelqu'autre  moyen , 
et  que  ,  bien  sûr  de  cette  vérité,  il  aura  pris  ce 
long  détour  pour  la  démontrer ,  en  ne  suppo- 
sant que  des  propositions  avouées  et  reçues  des 
Géomètres  de    son  temps  ».   (Rapport  fait  à 
r Institut  par  MM.  La  Grange  et  Delambre,  ) 

(C)  Que  BE  soit  représenté  par  a ,  et  que  la 
raison  soit  q.  Il  est  évident  que  BA  =  aq  ;  BF 


-H 


A  r  A       OB  B 


Ä         H  0 


^aq*\  AB  —  aq^.  Mais  AF  =  AB  —  Br  ;  Ta  = 
BF  —  BA,  et  AE  =  AB  —  BE.  Donc  AT  z=  aq^ 
—  aq^y  TA  ^  aq''  --aq-j  ^E-=zaq  —  a.  Mais 
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les  trois  quantités  aq^  —  ciq^  •>  CLq^  —  aq  ^  aq 
—  a  forment  une  progression  dont  la  raison 
est  q.  Donc  les  trois  quantités  Ar ,  ta  ,  AE  for- 
ment une  progression. 

PROPOSITION   X. 

(a)  Archimède  suppose  que  les  bases  des  seg- 
mens  sont  parallèles. 

{C)  Le  premier  diamètre  de  la  parabole  est 
celui  sur  lequel  les  ordonnées  sont  perpendi- 
culaires. 


FIN  DU  COMMENT.  SUR  L'JÉQUtLIBKE  DES  PLANS. 


TOME  11:  ^7 


COMMENTAIRE 

SUR  LA 

QUADRATURE  DE  LA  PARABOLE. 


ARCHIMEDE  A  DOSITHEE. 

W  Archimède  veut  parler  sans  doute  de  l'el- 
lipse. 

(C)  Le  lemme  dont  Archimède  fait  usage  est 
fondé  sur  le  corollaire  de  la  première  propo- 
sition du  dixième  livre  des  Elémens  d'Euclide. 

PROPOSITION    L 

(a)  Apollonius,  liv.  i,  prop.  4^,  et  liv.  ir , 
prop.  5.  Archimède  appelle  diamètre  ce  que 
nous  appelons  axe,  et  ce  que  nous  appelons 
diamètre  ,  il  l'appelle  parallèle  au  diamètre, 

PROPOSITION    IL 

(et)  Apollonius ,  liv.  I,  prop.  35. 
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PROPOSITION    III. 

{et)  AjDollonius,  liv.  i,  prop.  20j 

PROPOSITION    IV. 

(a)  En   effet,  puisque  Br  :  Bl  ::  bF  :  B0 ,  on 

aura  B©  x  Br  =  BI  X  bf;  ou  bien  Be  =  BI  X 
Br.  D'où  l'on  tire  BF  :  BQ  ::  Be  :  BI. 

(C)  Parce  que  la  proposition  Br  :  B0  ::  B©  :  BI 
donne  BF  -f-  B0  :  B0  -j-  BI  ::  BF  :  B0 ,  c'est-à-dire 
T0  :  10  ::  BF  :  B0 ,  ou  Lien  BF  :  B0  ::  f0  :  10. 

PROPOSITION    V. 

(a)  Car  comparant  les  deux  proportions  KA 
:  Kl  ::  AF  :  aa  ;  Kl  :  0K  ::  aA  :  AK,  on  a  par  rai- 
son d'égalité  KA  :  ©K  ::  AF  :  AK,  ou  bienK0  :  KA 
::  AK  :  AF  ;  ce  qui  donne  KG  :  KA  —  ©K  ::  AK 
:  AF  —  AK  ,  ou  bien  K©  :  ©A  ::  AK  :  KF. 

PROPOSITION    X. 

(a)  Livre  I,  prop.  i5  de  l'Equilibre  des  plans- 
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PROPOSITION    XIV. 

(a)  En  effet,  on  a  démontre  dans  la  propo- 
sition 5  que  BE  :  Er  ::£<]&  :  $2.  Ce  qui  donne  BE 
4-  Er  :  BE  ::  E^  +  <E>S  :  E$  ;  c'est-à-dire  que  BF 
:  BE  ::  2E  :  E$. 

(C)  Parce  que  le  trapèze  AE  est  au  trapèze  KE 
comme  la  droite  menée  du  milieu  de  BE  paral- 
lèlement à  BA  ,  et  terminée  à  la  droite  a2  ,  est 
à  la  droite  menée  du  milieu  de  BE  parallèlement 
à  la  droite  BK  et  terminée  à  la  droite  K*.  Mais 
cette  première  droite  est  à  la  seconde  comme 
2E  :  $E ,  et  2E  :  $2  :  :  BF  ou  B A  :  be  ;  donc  BA  :  BE 
::  trapèze  AE  :  trapèze  KE. 

PROPOSITION    XVI. 

(et)  Car  puisque  le  triangle  BFE  et  la  surface  Z 
pris  ensemble  sont  plus  petits  que  le  segment 
B©r  ,  si  nous  retranchons  de  part  et  d'autre 
BFE ,  nous  aurons  Z  <  BGF  —  BFE ,  ou  bien  Z 
<  B0F  —  ME  —  A$  —  0P  —  0O  —  TOZf  c'est- 

à-dire  Z  <  MA  +  -^P  +  ne  +  noF. 

PROPOSITION   XVII. 

(a)  Car  si  l'on  prolonge  la  droite  F0  jusqu'à 
la  droite  ba  ,  cette  droite  partagera  BA  en  deux^ 
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parties  egales ,  parce  que  Eö  =  ©K.  Donc  la 
droite  r©  prolongée  partagera  le  triangle  bta 
en  deux  triangles  égaux.  Mais  le  triangle  formé 
par  Br ,  par  r©  prolongé  et  par  la  moitié  de  B 
est  double  du  triangle  Br©;  donc  le  triangle  bta 
est  quadruple  du  triangle  Br©. 

PROPOSITION    XXII I. 

(et)  Cette  proposition  peut  se  démontrer  algé- 
briquement d'une  manière  très-simple.  Soit  a 
la  plus  petite  de  ces  grandeurs  et  u  la  plus 
grande.  La  somme  de  ces  grandeurs  égalera 

^^  —  ^     .   -r        •     *    ^    r  / 
—  ,  et  SI  1  on  ajoute  ^,  1  on  aura  4 i^» 


FIN  DU  COMM.  SUR  LA  QU  AD.  DE  LA  PARABOLE. 


COMMENTAIRE 


SUR 

L'ARÉNAIRE. 

W  11  est  evident  qu'Aristarque  considère  le 
centre  d'une  sphère  comme  étant  une  surface 
infiniment  petite;  et  qu'en  employant  cette 
analogie  ^  il  ne  se  propose  de  faire  entendre 
autre  chose ,  sinon  que  l'orbite  de  la  terre  est 
infininement  petite  ,  par  rapport  à  la  dislance 
des  étoiles  au  soleil.  On  auroit  tort  d'être  sur- 
pris qu'Aristarque  ait  connu  cette  immense 
distance  des  étoiles  :  de  cela  seul  que  la  hau- 
teur méridienne  des  étoiles  est  toujours  la 
même  pendant  une  révolution  de  la  terre  au- 
tour du  soleil ,  il  lui  étoit  facile  de  conclure 
que,  dans  la  supposition  de  Fimmobilité  des 
étoiles  et  du  soleil,  l'orbite  de  la  terre  devoit 
être  infiniment  petite  par  rapport  à  la  distance 
des  étoiles. 

(^)  Une  myriade  veut  dire  dix  mille  j  un 
stade  étoit  d'environ  cent  vingt-cinq  pas  géo- 
métriques. 
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(y)  Archimède  prend  le  soleil  à  l'horison 
pour  que  l'oeil  puisse  en  soutenir  l'ëclat  sans 
en  être  trop  incommode  ;  car  il  n'avoit  pas  de 
moyen  pour  le  dépouiller  d'une  grande  partie 
de  sa  lumière.  (Deljmbre,)      __ 

(cT)  La  partie  de  l'œil  qui  apperçoit  les  ob- 
jets n^est  autre  chose  que  la  prunelle  dont  le 
diamètre  varie  à  chaque  instant,  selon  que  la 
lumière  est  plus  ou  moins  vive.  De  cette  ma- 
nière il  pourroit  arriver  que  le  cylindre  trouvé 
d'après  la  méthode  d'Archimède  fût,  au  mo- 
ment de  l'observation ,  d'un  diamètre  plus  petit 
ou  pliis  grand  que  celui  de  la  prunelle  ,  et  alors 
l'observation  manqueroit  d'exactitude. 

(s)  Car  si  le  centre  du  soleil  ëtoit  à  l'hori- 
son ,  la  droite  ak  seroit  tangente  à  la  terre ,  et 
par  conséquent  perpendiculaire  sur  le  rayon 
qui  joint  les  points  A  ,  0  ;  et  alors  la  droite  ©K 
seroit  plus  grande  que  la  droite  ak.  Mais  à  me- 
sure que  le  soleil  s'élève  au-dessus  de  l'horison  , 
l'angle  0ak  augmente  et  l'angle  A0K  diminue  ; 
donc  la  droite  ©k  sera  encore  plus  grande  que 
la  droite  ak,  lorsque  le  soleil  est  au-dessus  de 
l'horison. 

(^')  En   effet,  les  deux  triangles   ANK,  ©FK 
ayant  chacun  un  angle  droit  en  N  et  en  P;  le 
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côte  KN  étant  egal  au  côté  KP ,  et  Phypotëniise 
aK  étant  plus  petite  que  Thypoténuse  ©K  ^ 
l'angle  NAK  sera  plus  grand  que  l'angle  VGK. 
Donc  le  double  du  premier  sera  plus  grand 
que  te  double  du  second ,  c'est-à-dire  que  l'an- 
gle AAä  sera  plus  grand  que  l'angle  Meo. 

(«)  La  raison  du  contour  du  polygone  de 
656  côtes  inscrit  dans  le  cercle  ABr  à  K0  étant 
moindre  que  la  raison  de  44  ^  7  >  ^^  raison 
d'un  des  côtes  de  ce  polygone  à  Ke  sera  moindre 
que  la  raison  de  ^  à  y  ,  c'est-à-dire  moindre 
que  la  raison  de  44  ^  4^9^  ?  ou  bien  de  1 1  à 
ii^l8.  Mais  la  droite  AB  est  plus  petite  que  le 
côte  d'un  polygone  de  656  côtés  ;  donc  la  raison 
de  AB  à  K©  est  moindre  que  la  raison  de  1 1  à 
ii48. 

(9)  Car  la  raison  de  ba  à  ©K  est  moindre  que 


la   raison  de    1 1   à   ii48,    c'est-à-dire  que  - 


BA 


0K 


<    — 7q  î  ou  bien  en  divisant  la  seconde  fraction 
1 1 4o 

BA  I 

par  1 1 ,  --•  <  — — - — -,  Donc  à  plus  forte  raison 


BA 


^^  <  —  .  Donc  si  BA  est  un,  ©K  sera  plus  crrand 

que  cent.  Donc  BA  est  plus  petit  que  le  centième 
de  ©K. 

(i)  Car  puisque  le  diamètre   du  cercle  2H 


est  pTiis  petit  que  la  centième  partie  de  eK,  et 
que  &T  +  2K  est  plus  petit  que  le  diamètre  du 
cercle  SH  ,  il  est  évident  que  0T  A-  2K  sera  plus 
petit  que  la  centième  partie  de  0K.  Donc  la 
droite  gk  étant  partagée  en  cent  parties  égales,  ' 
la  droite  Ts  sera  plus  grande  que  quatre-vingt- 
dix-neuf  parties  de  ©K.  Donc  la  raison  de  ©K  à 
T2  est  moindre  que  la  raison  de  cent  à  quatre- 
vingt-dix-neuf. 


(k)  Soient  les  deux  triangles  ABF ,  AEZ,  ayant 
des  angles  droits  en  B  et  E.  Que  BF  soit  égal  à 


EZ  et  AB  plus  grand  que  AE  :  je  dis  que  la  raisou 
de  l'angle  a  à  Tangle  A,  qui  est  plus  petit  que 
Tangle  a  ,  est  plus  grande  que  la  raison  de  Ar 
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à  aZ  ,  et  que  la  raison  de  l'angle  A  à  Tangîe  A 
est  moindre  que  la  raison  de  AB  à  AE. 

Faisons  le  triangle  ©KA  égal  et  semblable  au 
triangle  ABr.  Prenons  MK  égal  à  AE,  et  menons 
la  droite  MA.  Le  triangle  mka  sera  égal  et  sem- 
blable au  triangle  AEZ.  Prolongeons  MA  vers  H, 
jusqu'à  ce  que  Ma  soit  égal  à  ©A.  Prolongeons 
aussi  MK  vers  N ,  et  du  point  ä  conduisons  la 
droite  HN  perpendiculaire  sur  MN.  Le  triangle 
MN2  sera  semblable  au  triangle  MkA.  Du  point 
O,  milieu  de  ©A,  et  avec  le  rayon  OA ,  décri- 
vons une  circonférence  de  cercle  :  cette  circon- 
férence passera  par  le  point  K..  Du  point  II,  mi- 
lieu de  Ma  ,  et  avec  le  rayon  ns  ,  décrivons  aussi 
une  circonférence  de  cercle  :  cette  circonfé- 
rence passera  parle  point  N;  et  ces  deux  cir^ 
conférences  seront  égales,  puisque  leurs  dia- 
mètres sont  égaux. 

Puisque  les  angles  HMN,  A©K  ont  leurs  som- 
mets à  des  circonférences  égales ,  ces  angles  se- 
ront entre  eux  comme  les  arcs  compris  par 
leurs  côtés,  c'est-à-dire  que  l'angle  HMN  sera 
à  l'angle  A©K  comme  l'arc  SN  est  à  l'arc  Ak. 
Mais  dans  des  cercles  égaux ,  la  raison  des  arcs 
est  plus  grande  que  la  raison  des  cordes  ;  donc 
la  raison  de  l'angle  HMN  à  l'angle  A0K  est  plus 
grande  que  la  raison  de  HN'  à  AK.  Mais  HN  est 
à  AK  comme  MS  est  à  MA.  Donc  la  raison  de 
l'angle  HMN  à  l'angle  A©K  est  plus  grande  que 
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la  raison  de  0A  à  MA,  c'est-à-dire  que  la  rai- 
son de  l'angle  A  à  l'angle  A  est  plus  grande 
que  la  raison  de  Ar  à  a2. 

Faisons  à  présent  AP  égal  à  ae.  Du  point  P 


élevons  une  perpendiculaire  sur  ab  ;  faisons  Ps 
égal  à  EZ,  et  joignons  A2.  Le  triangle  Apz  sera 
égal  et  semblable  au  triangle  AE2.  Du  point  À 
et  avec  le  rayon  AT  décrivons  l'arc  $TT.  L'angle 
$AT  sera  à  l'angle  TAT  comme  le  secteur  ^AT 
est  au  secteur  TAT.  Mais  la  raison  du  secteur 
*AT  au  secteur  TAT  est  moindre  que  la  raison 
du  secteur  ^AT  au  triangle  APT  ;  donc  la  raison 
de  l'angle  4»at  à  l'angle  TaT  est  moindre  que 
la  raison  du  secteur  *at  au  triangle  apt,  et 
moindre  par   conséquent  que  la  raison  de  :i:T 
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à  TP.  Donc  par  addition,  la  raison  de  l'angle 
^AT  à  l'angle  TAT  est  moindre  que  la  raison 
de  2P  ou  de  FB  à  TP.  Mais  Tb  est  à  TP  comme 
AB  est  à  AP  ;  donc  la  raison  de  l'angle  ^aT  à 
l'angle  TAT  est  moindre  que  la  raison  de  AB  à 
AP ,  c'est-à-dire  que  la  raison  de  l'angle  2ae  à 
l'angle  Tab  est  moindre  que  la  raison  de  AB 

à  AE. 

(a)  Le  système  de  nume'ration  imagine  par 
Archimède  est  fondé  sur  les  mêmes  principes 
que  le  nôtre.  Au  lieu  de  nos  neuf  chiffres  signi- 
ficatifs ,  il  se  sert  des  lettres  de  l'alphabet.  Sans 
doute  Archimède  avoit  un  caractère  qui  lui  te- 
noit  lieu  de  notre  zéro.  Dans  son  système  y 
comme  dans  le  nôtre ,  les  unités  des  caractères 
dont  il  se  sert  forment  une  progression  géomé- 
trique dont  la  raison  est  dix.  La  seule  diffé- 
rence consiste  en  ce  que  les  unités  sont  à  gauche 
au  lieu  d'être  à  droite.  Voyez  le  Tableau  du  sys- 
tème d'Archimède  comparé  avec  le  nôtre. 

Qji)  C'est  la  propriété  fondamentale  des  loga- 
rithmes, et  c'est  par  le  moyen  de  cette  pro- 
priété qu'Archimède  va  exécuter  tous  ses 
calculs. 

(/)  Puisque  A  :  A  ::  A  :  0 ,  on  aura  A  X  A  = 
e  X  A.  Mais  A  =  A  X  A  ;  donc  A  X  A  =  0  X 
A  X  A  ;  donc  A  =  0  x  a. 


CRIVKE 
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(0)  J'ai  supposé,  d'après  Archimède,  que 
le  diamètre  d'une  graine  de  pavot  ëtoit  la  qua- 
rantième partie  de  la  largeur  d'un  doigt  ;  qu'une 
graine  de  pavot  contenoit  10,000  grains  de  sable; 
qu'un  stade  valoit  10,000  doigts,  et  que  le  dia- 
mètre de  la  sphère  des  étoiles  fixes  étoit  de 
10,000,000,000  stades.  J'ai  fait  les  calculs,  et  j'ai 
trouvé  que  le  nombre  des  grains  de  sable  con- 
tenus dans  la  sphère  des  étoiles  fixes  seroit  de 
64  suivi  de  6i  zéros.  Ainsi  Archimède  a  raison 
de  dire  que  ce  nombre  est  plus  petit  que  100 
suivi  de  61  zéros,  c'est-à-dire  plus  petit  que 
mille  myriades  des  nombres  huitièmes. 


FIN   DU   COMMENTAIRE   SUR  L*ARENAIRE. 
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COMMENTAIRE 

SUR  LES 

CORPS  PORTÉS  SUR  UN  FLUIDE. 


LIVRE  PREMIER. 

PROPOSITION  III. 

W  Vj 'est- A-DIRE,  si  un  corps  qui  a  la  même 
pesanteur  spécifique  qu'un  fluide  est  abandonné 
dans  ce  fluide. 

(^)  Ce  parallélogramme  n'est  point  une  sur- 
face plane,  mais  bien  une  portion  de  la  surface 
de  la  sphère  comprise  entre  quatre  arcs  de 
grands  cercles. 

PROPOSITION    VII I. 

(a)  Voyez  la  prop.  8  de  l'Equilibre  des  Plans- 

PROPOSITION    IX. 

(et)  Voyez  la  note  (et)  de  la  prop.  8. 


X.IVRE    SECOND.  4Ö  1 

LIVRE    SECOND. 

PROPOSITION  IL 

(et)  Un  segment  droit  d'un  conoïde  est  celui 
dont  l'axe  est  perpendiculaire  sur  sa  base. 

(C)  Archimède  ne  considère  ici  la  parabole 
que  dans  le  cône  rectangle.  (Voyez  la  note  (<*) 
de  la  lettre  à  Dosithëe  qui  est  à  la  tête  du 
Traite  des  Conoïdes  et  des  Sphéroïdes.  )  Cette 
parabole  est  telle  que  son  demi-paramètre  est 
égal  à  la  droite  placée  entre  son  sommet  et  le 
sommet  du  cône.  Voilà  pourquoi  le  demi-para- 
mètre est  appelé  par  lui  la  droite  jusqu'à  l'axe. 

En  effet ,  soit  le  cône  droit  et  rectangle  ABEC; 

Coupons  ce  cône  par  l'axe,  et  que  la  section 

soit  le  triangle  ABC.   Par  le  point  D  conduisons 

un  plan  perpendiculaire  sur  le  plan  du  triangle 

ABC,   et  parallèle  à  AC.  La  section  EDF  sera 

une  parabole.  Nommons  y,  l'ordonnée  EG  ;  Xy 

l'abscisse  DG ,  et  p  le  paramètre.  Les  triangles 

semblables  BAC  ,  BDG  donnent  DA  :  GC  ::  DB 

GC  X  :i- 
ou  DG  ou  X  :  BG.  Donc  DA  =  — -— — .  Mais 

BG 

—      .  GC  X  ^  . 

BG  —  1^2x^1  donc  DA  =  — ^=r~;  mais  y'  = 

y  '2  X 
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p^ ,  et  y  *  =  BG  X  GC  ;  donc  p^  s=  BG  X  GC 
=  V^i^*  X  GG.  Donc  GG  =  -^^.  Donc  au 


GG  X  a: 
lieu  de  l'équation  DA  =    ,  , ,    ,  nous  aurons 


px 


y  2  X 

px*      p 


~,  Donc  DA  est 

2 


DA  =  -^  /_, 

V/2A'      X*y2x'-  IX 

égal  à  la  moitié  du  paramètre. 

Il  est  evident  qu'à  mesure  que  le  point  D 
s'éloigne  du  point  A  ,  le  demi-paramètre  et  par 
conséquent  le  paramètre  augmente  ;  qu'au 
point  A  le  paramètre  est  infiniment  petit,  et 
qu'à  une  distance  infiniment  grande  du  point 
A,  le  paramètre  sera  infiniment  grand.  D'où  il 
suit  que  la  section  d'un  cône  rectangle  peut 
donner  toutes  les  paraboles  possibles.  Donc  ce 
qu'Archimède  dit  de  la  parabole  qui  est  la  sec- 
tion d'un  triangle  rectangle  ,  et  par  conséquent 
ce  qu'il  dit  aussi  d'un  segment  droit  d'un  co- 
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noïde  parabolique  convient  à  toutes  sortes  de 
paraboles  et  à  toutes  sortes  de  conoïdes  para- 
boliques. 

(y)  Dans  le  premier  livre  toutes  les  construc- 
tions se  faisoient  par  rapport  au  centre  de  la 
terre  ;  on  y  considéroit  par  conséquent  la  sur- 
face d'un  fluide  en  repos  comme  étant  une  sur- 
face sphérique.  Pour  plus  de  simplicité,  Ar- 
chimède  considère ,  dans  le  second  livre ,  la 
surface  d'un  fluide  en  repos  comme  étant  une 
surface  plane ,  et  par  conséquent  la  section  de 
cette  surface  par  un  plan  est  considérée  comme 
étant  une  li^ne  droite, 

(^<f)  Frédéric  Commandin  a  démontré  le  pre- 
mier dans  son  Traité  du  Centre  de  gravité  des 
Solides  (prop.  29) ,  que  le  centre  de  gravité 
d'un  conoïde  parabolique  est  un  point  de  l'axe 
qui  le  divise  ,  de  manière  que  la  partie  qui  est 
vers  le  sommet  est  double  de  la  partie  qui  est 
vers  la  base  ;  de  cette  manière  le  point  R  étant 
le  centre  de  gravité  du  conoïde  parabolique 
APOL,  la  droite  OR  est  double  de  la  droite  RN; 
et  lé  point  B  étant  le  centre  de  gravité  du  co- 
noïde IPOS,  la  droite  PB  est  double  de  la  droite 
BF.  D'où  il  suit  que  la  droite  NO  est  égale  à 
trois  fois  la  moitié  de  RO ,  et  PF  égal  à  trois 
fois  la  moitié  de  PB. 

T031E    II.  28 
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Arcllimède  regarde  comme  démontre  que  le 
centre  de  gravité  d'un  conoïde  parabolique  est 
aux  deux  tiers  de  son  axe  à  partir  du  som- 
met. Cela  n'est  démontré  dans  aucun  des  ou- 
vrages existans  d'Archimède ,  ni  dans  aucun  des 
ouvrages  des  géomètres  anciens  ;  d'où  je  con- 
clus que  l'ouvrage  où  cette  proposition  étoit 
démontrée  du  temps  d'Archimède  n'est  point 
parvenu  jusqu'à  nous. 

(s)  En  effet,  prolongeons  RO  jusqu'à  ce  que 
KH  soit  égal  au  demi-paramètre.  Par  le  point 
H  menons  sur  HN  la  perpendiculaire  HV;  pro- 
longeons FP^  et  joignons  RV.  Par  le  point  P 
menons  sur  NH  la  perpendiculaire  PX ,  et  par 


le  point  P  menons  sur  Kq  la  perpendiculaire 
PY.  La  droite  XY,  qui  est  la  sous- normale , 
sera  égale  à  RH  ,  puisque  la  sous-normâle  est 
égale  à  la  moitié  du  paramètre,  la  droite  PX  est 
égale  à  VH,  et  les  angles  sont  droits  en  X  et  en 
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H.  Donc  les  deux  triangles  PXY,  VHR  sont 
égaux.  Donc  les  droites  PY,  VR  sont  parallèles  ; 
mais  PY  est  perpendiculaire  sur  Rfi;  donc  RV 
est  aussi  perpendiculaire  sur  KO..  Donc  Fangle 
RPn  est  aigu;  donc  la  perpendiculaire  abaisse'e 
du  point  R  sur  VÇl  passe  entre  P  et  Q.,  Donc 
la  droite  RT  ne  rencontrera  la  droite  FP  que 
hors  de  la  parabole. 

(^)  D'après  la  proposition  6  du  premier  livre, 
et  d'après  la  seconde  hypothèse  du  même  livre, 
la  partie  du  conoïde  qui  est  dans  le  fluide  est 
portée  en  haut  suivant  la  verticale  qui  j)asse 
par  le  point  B  avec  la  même  force  que  la  partie 
qui  est  hors  du  fluide  est  portée  en  bas,  suivant 
la  verticale  qui  passe  par  le  point  G,  jusqu'à 
ce  que  le  conoïde  ait  une  position  verticale.  »En 
effet,  les  deux  parties  du  conoïde  ayant  alors 
leurs  centres  de  gravite  dans  l'axe  du  conoïde 
qui  aura  une  position  verticale,  la  partie  qui 
est  dans  le  fluide  tendra  à  monter  avec  la  même 
force  que  celle  qui  est  hors  du  fluide  tendra  à 
descendre.  Donc  ces  deux  forces  se  détruiront  ; 
donc  le  conoïde  restera  en  repos. 

PROPOSITION    III. 

(it)  Il  seroit  inutile  d'avertir  que  le  segment 
est  supposé  plus  léger  que  le  fluide. 
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PROPOSITION    IV. 

(a)  Puisque  1N"0  ==  1  RO,  et  MO  =  |  OH,  on 
aura  NO  —  MO  =  |  RO  —  |  OH  ,  ou  bien  NM 
^1(R0-~0H)  =  |RH. 

(C)  En  effet ,  lorsque  MO  augmente  ,  la  droite 
NM  diminue,  et  par  conséquent  |  RH  ;  et  lors- 
que |-  RH  ou  RH ,  c'est  -  à  -  dire  le  demi-para- 
mètre, diminue,  l'excès  de  l'axe  sur  le  demi- 
paramètre  devient  plus  grand. 

(cT)  Car  PF  n'étant  pas  plus  petit  que  MO , 
la  droite  BP  qui  est  égale  aux  deux  tiers  de  BF, 
ne  sera  pas  plus  petite  que  la  droite  HO  ,  qui 
est  égale  aux  deux  tiers  de  MO. 

(g)  La  perpendiculaire  HT  tombera  entre  B 
et  P.  En  effet,  menons  une  tangente  à  la  pa- 
rabole au  point  O ,  cette  tangente  sera  hors  de 
la  parabole ,  et  la  droite  HO  sera  égale  à  la 
droite  PT  prolongée  jusqu'à  la  tangente.  D'où 
il  suit  que  si  la  droite  BP  prolongée  jusqu'à  la 
tangente  étoit  égale  à  HO,  la  perpendiculaire 
menée  par  le  point  H  passeroit  par  le  point  B. 
Mais  la  droite  BP  prolongée  jusqu'à  la  tangente, 
est  plus  grande  que  HO ,  puisque  BP  n'est  pas 
plus  petit  que  HO  ;  donc  la  perpendiculaire 
menée  par  le  point  H  tombe  entre  B  et  P. 
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(Q  Pour  démontrer  que  la  droite  E.T  pro- 
longée fera  des  angles  droits  avec  la  tangente 
KU ,  élevons  du  point  P  une  perpendiculaire 
PV  sur  Rn,  et  abaissons  du  point  P  une  per- 
pendiculaire PX  sur  NO.  La  sous-normale  YX 


est  égale  au  demi-paramètre  RH  \  la  droite  PX 
est  égale  à  la  droite  TH ,  et  les  angles  sont 
droits  en  X  et  en  H.  Donc  les  deux  triangles 
VXP ,  RHT  sont  égaux.  Donc  NP  est  parallèle 
à  RT.  Mais  NP  est  perpendiculaire  sur  RH  ; 
donc  RT  prolongé  sera  aussi  perpendiculaire 
sur  Rß. 
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PROPOSITION    V. 

(di)  On  a  suppose  que  la  raison  de  la  pesan- 
teur du  segment  à  la  pesanteur  du  fluide  n'est 

pas  plus  grande  que  la  raison  de  NO  —  (  NO 

—  I  RH  )  ""  à  NO.  Pour  faire  voir  que  la  seconde 
supposition  est  la  même  que  la  première ,  il 
suffit  de  démontrer  que  MO  est  égale  à  NO 
moins  f  HR.  En  effet ,  OH  ==  OR  —  HR.  Mais 
OR  =  f  ON  ;  donc  OH  =  f  ON  —  HR.  Ce  qui 

HO 

donne  1  OH  =  ON  —  |  HR.  Mais  —  =  HM  ; 

donc  I  OH  =:  OM;  donc  OM  =  ON  —  |  HR. 

(C)  Puisque  la  raison  de  la  partie  du  segment 
qui  est  submergée  au  segment  entier,  n'est  pas 

plus  grande  que  la  raison  de  NO  —  MO  à  NO , 
par  inversion,  la  raison  du  segment  entier  à  la 
partie  du  segment  qui  est  submergée ,  ne  sera 

,  pas  plus  grande  que  la  raison  de  NO  à  NO —  MO. 
Donc,  par  soustraction,  la  raison  du  segment 
entier  à  la  partie  qui  n'est  pas  submergée  ,  n'est 

pas  plus  grande  que  la  raison  de  NO  à  MO. 
(y)  Prop.  26  des  Conoïdes  et  des  Sphéroïdes, 
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4^9 


PROPOSITION    VI. 


(et)  La  démonstration  de  cette  proposition  ne 
se  trouve  ni  dans  Archimède  ni  dans  aucun 
des  Géomètres  anciens.  La  démonstration  sui- 
vante est  de  Torelli. 

La  construction  restant  la  même,  que  les 
droites  HK  ,  CP  se  rencontrent  au  point  B  ;  et 


par  le  point  B  menons  la  droite  BV  tangente 
à  la  parabole. 

D'abord  que  la  droite  BV  touche  la  para- 
bole au  point  A,  et  rencontre  les  diamètres 
IP,  NO  aux  points  E  ,  V.  Que  les  droites  BP , 
AT  rencontrent  le  diamètre  NV  aux  points  C,  Q. 
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Par  les  points  P,  I ,  menons  les  droites  PR  ,  IZ 
parallèles  à  AL,  et  que  ces  droites  rencontrent 
NO  aux  points  R ,  Z.  Enfin ,  menons  aP  ,  et 
que  cette  droite  rencontre  NV  au  point  M,  La 
droite  TP  sera  égale  à  PE  ,  la  droite  NO  à  OY 


et  la  droite  RO  à  OC.  (Prop.  55  et  cor.  de  ta 
prop.  5i  du  liv.  i  d'Apoll.)  Mais  à  cause  des 
parallèles  EH,  Y12,  la  droite  EP  sera  à  la  droite 
VG  comme  BP  est  à  BC  ;  c'est-à-dire  ,  comme 
BH  est  à  CDi  ;  et  à  cause  des  droites  égales  EP , 
PI ,  et  par  construction,  la  droite  VM  sera  égale 
à  la  droite  MQ.  Mais  RZ  est  égal  à  IP  ou  à  EP; 
donc  RZ  est  à  VC  comme  PH  est  à  CD..  Mais 
CV  est  égal  à  RN;  donc  RZ  est  à  RN  comme  R^^ 
est  à  C12,  Donc ,  par  soustraction ,  RZ  est  à  ZN 
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comme  KD.  est  à  CR.  Mais  IP  est  à  CM  comme 
AP  est  à  PM,  et  AP  est  à  PM  comme  AX  est  à  XN 
ou  IZ,  c'est-à-dire,  comme  IX  ou  ZN  est  à  QZ; 
donc  à  cause  des  droites  égales  IP,  RZ,  la  droite 
RZ  est  à  CM  comme  ZN  est  à  QZ.  Donc,  par  per- 
mutation, la  droite  RZ  est  à  la  droite  ZN  comme 
CM  est  à  QZ.  Mais  à  cause  des  droites  égales  IZ , 
PR  ,  et  à  cause  des  parallèles  IZ ,  PR  et  IQ ,  PC, 
les  droites  QZ,  CPv  seront  égales  entreelles. 
Donc  RIl  est  à  CR  comme  CM  est  à  CR.  Donc 
les  droites  CjM,  RU  sont  égales  entre  elles.  De 
plus,  la  droite  AV  est  à  RV  comme  YN  est  à 
Vn ,  et  comme  YQ  est  à  YC.  Donc  si  l'on  di- 
vise les  antecedens  par  deux,  la  droite  YO  sera 
à  la  droite  OÇl  comme  YM  est  à  YC.  Donc,  par 
soustraction  ,  la  droite  YO  est  à  la  droite  OD. 
comme  YI\I  est  à  MC  ;  c'est-à-dire  que  NO  est 
à  OD  comme  QM  est  à  MC.  Donc  ,  par  sous- 
traction ,  la  droite  NO  est  à  la  droite  OD 
comme  QC  est  à  CM.  Donc,  puisque  les  droites 
QC  ,  PC  et  les  droites  CM  ,  KD,  PH  sont  égales 
entre  elles ,  la  droite  Nû  sera  à  la  droite  OD 
comme  PI  est  à  PII. 

En  second  lieu,  que  YR  touche  la  parabole 
en  T ,  et  conduisons  la  droite  TR  parallèle  à  AI 
ou  à  CB;  et  que  la  droite  TR  rencontre  PI  eu 
R.  Menons  ÏF  parallèle  à  AN  ou  à  DK ,  et  que 
TF  rencontre  ON  au  point  F.  Prolongeons  lA, 
et  que  son  prolongement  rencontre  la  tangente 
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BT  au  point  G.  Menons  la  droite  GD  parallèle 
à  AN,  et  que  GD  rencontre  ON  au  point  D.  A 
cause  des  parallèles  ßB ,  DG ,  FT  et  PB,  IG,  RT, 


F  T 

la  droite  BQ.  sera  à  la  droite  FQ,  comme  BG 
est  à  BT  ;  et  BG  sera  à  BT  comme  PI  est  à  PB. 
Donc  Df2  est  à  FH  comme  PI  est  à  PB.  Mais  on 
démontrera  comme  on  Ta  fait  plus  haut  que  FÜ. 
est  à  Q.0  comme  PR  est  à  PH  ;  donc  D^  est  à 
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£lO  comme  PI  est  à  PH.  Mais  la  raison  de  D^ 
à  flO  est  plus  grande  que  la  raison  de  NO  à 
X20;  donc  la  raison  de  la  droite  PI  à  la  droite 
PH  est  plus  grande  que  la  raison  de  la  droite 
Nß  à  la  droite  Ü.0, 

(C)  Car  puisque  NO  :  FQ.  ::  i5  :  4>  la  droite 

A  X  NO  NO 

rn  ^  ^     ,      .  Donc  Nn  =  ^F  +  FQ.=.—-  + 
i5  3 

4xN0       gxNO   ^        ^^      ^^^      gxNO 

- — z—  =  - — ^— .  Donc  on  =  NO— ^-^, — 

i5  i5  iiD 

6xN0   _         ^^  qxNO      6xNO 

= r— .  Donc  Na  :  ^0  ::  ^— ^- —  :   — V— 

1 5  1 5  1 5 

::  9  :  6  ::  3  :  2.  Donc  NQ  est  egal  à  trois  fois  la 

moitié  de  D.O. 


PROPOSITION    VIII. 

(et)  En  effet,  puisque  la  droite  BR  est  double 
de  la  droite  RD  ,  la  droite  BD  sera  égale  à  trois 
fois  la  moitié  de  BR.  Mais  CB  est  égal  à  trois 
fois  la  moitié  de  BB;  donc  BD  :  CB  ::|  BR  :|  BR 
::  BR  :  BR  ;  donc  par  permutation  BD  :  BR  ::  CB 
:  BR.  Mais  le  premier  terme  est  au  5-econd 
comme  la  différence  des  antecedens  est  à  la  dif- 
férence des  conséquens,  c'est-à-dire  que  BD  :  BR 
::  BD  —  CB  :  BR  —-  BR  ;:  CD  :  RR  ;  et  BD  :  BR 
::  3  :  2  ;  donc  CD  :  RR  ::  3  ;  2  ;  donc  CD  = 
IRR. 
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(C)  Car  puisque  CD  est  égal  à  trois  fois  la  moi- 
tié du  paramètre ,  la  droite  CB  sera  l'excès  de 
Faxe  sur  trois  fois  la  moitié  du  paramètre.  Mais 
par  supposition  la  raison  du  quarre  de  FQ  au 
quarre  de  DB  est  la  même  que  la  raison  de  la 
pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du  fluide  ; 
et  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pe- 
santeur du  fluide  est  moindre  que  la  raison  du 
quarre  de  CB  au  quarre  de  BD  ;  donc  la  raison 
du  quarre  de  FQ  au  quarre  de  DB  est  moindre 
que  la  raison  du  quarre  de  CB  au  quarre  de  BD  ; 
donc  le  quarre  de  FQ  est  plus  petit  que  le 
quarre  de  CB  ;  donc  la  droite  FQ  est  plus  pe- 
tite que  la  droite  CB^ 

(y)  Dans  la  parabole ,  le  quarre  de  l'ordonnée 
est  égal  au  rectangle  compris  sous  le  paramètre 
et  l'abscisse,  ou  au  rectangle  compris  sous  le 

demi-paramètre  et  sa  soutangente.  Donc  PI  = 

KR  X  lY  ;  doncTf  :  lY  ::  RR  X  lY  :  ÏY'::  RR 
:1Y. 

(S)   Car    puisqu'on    a  supposé  que   E'^  = 

RRx'^B                   —2     —a     RRX'^B     — - 
,  on  aura  E'^  :  '^B  ::  :  "i^B  :: 

2,  2 

RR 

2 


LIVRE    SECOND.  4^5 

PROPOSITION    IX. 

(et)  Puisque  la  raison  de  la  partie  submergée 
du  segment  au  segment  entier  est  la  même 
que  la  raison  de  l'excès  du  quarre  de  BD  sur 
le  quarre  de  FQ  au  quarre  de  BD  ,  par  inver- 
sion et  par  soustraction  la  raison  du  segment 
entier  à  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  sera  la 
même  que  la  raison  du  quarre  de  BD  au  quarre 
deFQ. 

PROPOSITION   X 

[et)  Parce  que  lorsqu'un  point  de  la  base 
touche  la  surface  du  fluide,  la  base  peut  être 
toute  entière  hors  du  fluide  ,  ou  toute  entière 
dans  le  fluide. 

(C)  En  effet,  puisque  BD  est  égal  à  trois  fois 
la  moitié  de  BR ,  et  que  DS  est  aussi  égal  à 
trois  fois  la  moitié  de  KB. ,  on  aura  BD  :  DS  :: 
|BR  :  I  RR  ::  BR  :  RR;  ou  par  permutation 
BD  :  BR  ::  DS  :  RR  ;  donc  BD  :  BR  ::  BD  — DS 
:  BR  —  RR  ::  SB  :  BR.  Mais  BD  =  {  BR  ;  donc 
SB  =  |BR. 

(>)  Voyez  la  note  (C)  de  la  lettre  à  Dosithée, 
qui  est  à  la  tête  du  Traité  des  Gonoides. 
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(cT)  Puisque  BR  =  siRD ,  on  aura  BG  +  CK 
^  (CD  —  CR)  X  2  ,   d  où  l'on  déduit  CR  = 

aCD--BG    ^j^.^  RC  :  DB  ::  4  :  i5  ;  donc  RG  = 

5 
ADB         4BCH-4CD     _         2  CD  —  BG 

__    r=: .     Donc = 

ID  l5  13 

4BC  -F  4CD 

^ ,  ou  bien  2  CD  =  oBC  ,  ce  qui 

donne  la  proportion  suivante  CD  :  BG  ::  B  :  2. 
Mais  CD  :  CB  ::  AE  :  EB  ::  AZ  :  ZD  ;  donc  AZ 
:  ZD  ::  3  :  2.  Mais  DB  :  BR  ::  3  :  2  ;  donc  la  pa- 
rabole AEI  passe  par  le  point  R.  (  Traité  de  la 
Parabole  ,  propos.  4-  ) 

(s)  En  effet ,  que  la  droite  N*^  soit  tangente 
à  la  parabole  ABL ,  et  qu'elle  rencontre  les 
droites  DB ,  NO ,  ZE  ,  HT  aux  points  "^  ,  T ,  V , 
M,  la  droite  BE  sera  à  la  droite  EZ  comme  DA 
est  à  AZ.  (Apoll,  liv.  vr,  prop.  ii.)  Donc  BD 
:  EZ  ::  D*^  :  ZV.  Mais  la  droite  D*^  est  double 
de  la  droite  BD  ;  donc  la  droite  sera  ZV  double 
de  la  droite  EZ.  Donc  la  droite  A"^  est  tangente 
à  la  parabole  AEI.  On  démontrera  de  la  même 
manière  que  la  droite  A"^  est  tangente  à  la  pa- 
rabole ATD. 

D'après  la  proposition  5  du  Traité  de  la  Pà-' 
rabole  ,   on  a  les  proportions    suivantes  ,    AL 
:  AN  ::  NF  :T0;  TA  :  AJ^  ::  NF  :  FG,  et  AD  :  AN 
::  NF  :  FX,  et  ces  proportions  donnent  FO  = 
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ANXÄT  ANxNr     ^„ 

;  1  tj  = :-: ,  et  FA.  = 
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ANxlNT 


AL 


lA        '  AD 

AN  X  Wr     AN  X  NF 


et  GX  =  rX  —  FG  = 

donc  CG   :  GX  :: 


1       D     J^     ZJ{  A 

AN  X  NF       AN  X  NF 


AD 

AN  X  NF 


lA 

AN  X  NF 


lA 


AL 
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AN  X  Nr      AN  X  NF        I  II  I^ 

ÄD  ÎÂ  "'ÄT~ÄL  *  AD~ÏA 

AL  —  TA      IA  —  AD        IL       ID 


.  IL  X 

IA  X  AL      AD  X  IA       AL      AD 

AD  :  LA  X  DI  ;  donc  la  raison  de  OG  à  GX  est 

composée  des  raisons  de  IL  à  LA  et  de  AD  à  ID. 

(f)  On  a  démontré  que  DG  :  CB  ::  3  :  2  ;  donc 
par  addition  DG  ou  ZE  :  DB  ::  5  :  6.  Mais  à 
cause  des  paraboles  semblables  AEI,  ABL,  on  a 
ZE  :  DB  ::  AI  :  AL;  donc  AI  :  AL  ::  3  :  5  ;  donc 
LA  —  AI  :  LA  ::  5  —  3  :  5  ;  c'est-à-dire  IL  :  LA 


2  :  5. 


(«)  On  a  démontré  que  AZ  :  ZD  ::  3  :  2  ;  donc 
AZ  +  DZ  :  ZD  ::  5  :  2  ;  c'est-à-dire  que  AD  :  ZD 
::  5  :  2.  Mais  LA  :  LI  ::  5  :  2  ;  donc  LA  :  LI  :: 
AD  :  DZ.  Mais  LA  est  double  de  AD  ;  donc  LI 
est  double  de  DZ  ;  donc  les  droites  LI ,  LA  sont 
doubles  des  droites  DZ  ,  DA. 

Puisque  BD  :  DC  ::  j5  :  9  ::  3o  :  18  ,  on  aura 

—  :  DC  ::  —  :  18  ou  bien  ÏH  :  DG   ::   i5  :  18 
2  2 

::  5  :  6.  Mais  à  cause  de  paraboles  semblables , 

TII  :  BC  ou  EZ  ::  AD  :  AI  ;  donc  AD  :  AI  ::  5  :  6  ; 

donc  AD  :   AI  —  AD  ::  5  :  6  —  5 ,   c'est-à-dire 

que  AD  :DI  ::  5  :  i. 
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SECONDE   PARTIE   DE   LA   PROPOSITION    lO. 

0 

(et)  Première  partie  de  la  prop.  10. 

(C)  D'après  la  prop.  5  de  la  Qiiadr.  de  la  Par.' 
(fig.  de  la  note  (s)  de  la  prop.  10) ,  on  a  LN  :  NA 
::1S0  :  OF,  et  par  addition  LA  :  NA  ::  NF  :  OF  ; 

donc  NA  =  — -— - — .   Mais  d'après  la  même 

proposition  on  a  encore  DA  :  NA  ::  NF  :  XF; 

^^^       DAXXF    ^        LAxOF     DAxXF 

donc  NA  =  — — ;  donc — —  =  — ---- — , 

NF  NF  NF      ' 

ou  bien  LA  X  OF  =  DA  x  XL  ;  donc  LA  :  DA 

::  XF  :  OF.  Mais  LA  est  double  de  DA  ;  donc 

XF  est  double  de  OF  ;  donc  XO  =  OF.  Menons 

la  droite   AX  et   prolongeons- la  jusqu'en  Q. 

.D'après  la  prop.  5  du  Traite  de  la  Parabole ,  ou 

a  QX  :  XA  ::  XO  :  OF.  Mais  XO  =  OF  ;  donc 

QX  =  XA  ;  donc  dans  la  figure  de  la  seconde 

partie ,  AN  =  OQ. 

TROISIÈME   PARTIE   DE   LA   PROPOSITION    lO. 

(a)  Cela  est  évident  ;  car  si  la  droite  menée 
du  point  M  au  point  I  etoit  menée  au  point  A  , 
cette  dernière  droite  feroit  avec  l'axe  un  angle 
aigu  plus  petit  que  celui  que  fait  la  droite  JMI 
avec  l'axe.  Mais  alors  le  segment  retranché  sc- 
TOME  II.  29 
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roit  plus  grand  que  le  segment  AOQ.  Pour  que 
le  premier  segment  devînt  égal  au  second ,  il 
faudroit  que  la  droite  menée  du  pointf  A  au 
point  M  tournât  autour  du  point  A ,  en  s'ap- 
prochant  du  point  B  ;  donc  l'angle  aigu  formé 
par  l'axe  et  par  la  droite  menée  par  le  point  A , 
diminueroit  encore.  D'où  je  conclus  que  la 
droite  menée  du  point  A  fait  avec  l'axe  un  angle 
aigu  plus  petit  que  l'angle  que  fait  avec  l'axe  la 
droite  menée  du  point  I. 

(C)  Voyez  la  seconde  partie. 


FIN  DU   COÄIMENTAIRE  SUR    LES  CORPS    PORTES 
SUR  UN  FLUIDE, 


COMMENTAIRE 

SUR 

LE  LIVRE  DES  LEMMES. 


PROPOSITION    L 

\V  11  est  evident  que  le  rayon  FG prolonge  ira 
au  point  de  contact. 

(é')  Le  manuscrit  arabe  ne  parle  que  du  cas 
où  les  circonférences  du  cercle  se  touchent 
intérieurement  ;  et  cependant  comme  le  cas  où 
les  cercles  se  touchent  extérieurement  est  né- 
cessaire dans  la  suite  ,  je  vais  le  démontrer. 

Que  les  deux  cercles  ABE,  DCE  se  touchent 
extérieurement  au  point  E ,  et  que  leurs  dia- 
mètres DC ,  AB  soient  parallèles.  Joignons  DE  , 
EB.  Je  dis  que  la  ligne  BEB  est  une  ligne 
droite.  Joignons  les  centres  de  ces  cercles  par 
la  droite  GF;  cette  droite  passera  par  le  point 
de  contact  E.  Puisque  les  droites  DC  ,  AB  sont 
parallèles,  Tangle  DGE  sera  égal  à  l'angle  EFB; 
mais  les  triangles  DGE ,  EFB  sont  isolés.  Donc 
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les  angles  GDE  ,  G  ED  sont  égaux  entre  eux  et 
aux  angles  FEB,  FBE.  Donc  l'angle  GED  est 
egal  à  l'angle  FEB.  Donc  la  somme  des  angles 
GED ,  GEB  est  égale  à  la  somme  des  angles 
FEB,  BEG.  Mais  la  somme  des  angles  FEB, 


BEG  est  égale  à  deux  angles  droits;  donc  la 
somme  des  angles  DEG ,  GEB  est  aussi  égale  à 
deux  droits  ;  donc  la  ligne  DEB  est  une  ligne 
droite.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    II. 


(cl)  Cette  proposition  a  deux  cas,  le  premier 
a  lieu  lorsque  la  perpendiculaire  BE  passe  par 
le  centre,  et  le  second  lorsque  cette  perpendi- 
culaire ne  passe  pas  par  le  centre.  La  démons- 
tratiou  du  manuscrit  arabe  ne  comprend  que 
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le  premier  cas  ;  la  démonstration  suivante  qui 
comprend  les  deux  cas  est  de  Torelli. 

Que  CBA  soit  un  demi-cercle  ;  que  les  droites 
DC  ,  DB  soient  des  tangentes  ;  que  BE  soit  per- 
pendiculaire sur  AC  ;  menons  la  droite  AD  qui 
rencontre  la  droite  BE  au  point  F;  je  dis  que 
BF  sera  égal  à  FE. 

Menons  la  droite  AB,  et  que  cette  droite 
prolongée  rencontre  CD  au  point  I.  Du  point  G, 
qui  est  le  centre  du  demi-cercle  CBA,  menons 


GB  ,  et  du  point  B  la  droite  BH  parallèle  à  AC. 
Puisque  l'angle  EBH  est  égal  à  l'angle  GBD,  si 
Ton  supprime  l'angle  commun  EBD  ,  l'angle 
DBH  sera  égal  à  l'angle  GBE.  Mais  l'angle  IBH 
est  égal  à  l'angle  ABG ,  puisqu'ils  sont  chacun 
égal  a  l'angle  lAC  ;  donc  l'angle  IBD ,  qui  est 
composé  des  deux  angles  DBH,  IBH  est  égal  à 
l'angle  ABE  qui  est  composé  des  deux  angles 
GBE ,  ABG.  Mais  l'angle  DiB  est  égal  à  l'angle 
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ABE;  donc  Fangle  IBD  est  egal  à  l'angle  BID; 
car  les  choses  qui  sont  égales  à  une  troisième 
sont  égales  entr'elles  ;  donc  la  droite  BD  est 
égale  à  la  droite  ID.  Mais  les  droites  BD,  DC 
sont  égales  entr'elles;  donc  les  droites  ID,  DC 
seront  aussi  égales  entr'elles.  Mais  les  triangles 
AID ,  ABF  sont  semblables ,  ainsi  que  les  trian- 
gles Aie ,  ABE ,  et  encore  les  triangles  ADC  , 
AFE  ;  donc  ID  est  à  BF  comme  DC  est  à  FE. 
Donc  par  permutation  ID  est  à  DC  comme  BF 
est  à  FE.  Mais  ID  est  égal  à  DC  ;  donc  BF  est 
aussi  égal  à  FE  ,  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

(^)   En  effet ,  l'angle  DCB  est  égal  à  l'angle 
DBC ,  à  cause  de  l'égalité  des  droite.s  DB ,  DC. 


Mais  Tangle  DBG  a  pour  complément  î'angîe 
DBC  ,  et  FangleDGBapour  complément  l'angle 
DCB ,  c'est-à-dire  l'angle  DBC  ;  donc  les  deux 
angles  DBG,  DGB  ont  le  même  complément. 
Donc  ils  sont  égaux.  Donc  le  côté  GD  est  égal 
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au  côte  DB.   Mais  le  côté  DB  est  egal  au  côté 
DC  ;  donc  GD  est  égal  à  DC. 

PROPOSITION    IV. 

(a)  Puisque  AD  X  DC  =  BD,  si  nous  ajoutons 
de  part  et  d'autre  AD  x  DC  +  AD  +  DC,  nous 
avons  Id  V  2  AD  X  DC  +  Dg''=  Bd'  +  AD  x 
DC  4-  ÄD  +  DC,  c'est-à-dire  ÂC  =  2  X  BD  + 
Aï)  +  Dc! 

PROPOSITION    V. 


(a)  Soit  le  triangle  ABD  ayant  un  angle  aigu 

i> 


en  D.   Menons  les  droites  AI ,  BF  perpendicu- 
laires sur  les  côtés  BD,  AD  ,  et  par  les  point* 
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D,  E  conduisons  la  droite  DC  ;  je  dis  que  la 
droite  UC  est  perpendiculaire  sur  sa  droite  AB. 
Autour  de  AB  comme  diamètre,  décrivons  une 
circonférence  de  cercle  ;  cette  circonférence 
passera  par  les  points  F,  I ,  à  cause  des  angles 
droits  AFB,  AIB.  Autour  de  DE,  comme  dia- 
mètre ,  décrivons  aussi  une  circonférence  de 
cercle,  cette  circonférence  passera  aussi  par  les 
points  F,  1,  par  la  même  raison. 

Joignons  FI.  L'angle  EDI  est  égal  à  l'angle 
IFE,  parce  que  ces  deux  angles  sont  compris 
dans  le  même  segment.  Mais  l'angle  IFB  est  égal  . 
à  l'angle  BAI  par  la  même  raison  ;  donc  les 
deux  angles  BAI ,  BDC  sont  égaux  ;  donc  les 
deux  triangles  BAI  ,  BDC  sont  semblables  , 
puisqu'ils  ont  un  angle  égal  de  part  et  d'autre 
et  un  angle  commun  en  B.  Mais  l'angle  BIA  est 
droit  ;  donc  l'angle  BCD  est  droit  aussi  ;  donc 
la  droite  DC  est  perpendiculaire  sur  AB. 

Il  suit  évidemment  de  là  que  si  des  trois 
angles  d'un  triangle ,  on  mène  des  perpendi- 
culaires sur  les  côtés  opposés  ,  ces  trois  j)er- 
pendiculaires  se  couperont  en  un  seul  et  même 
point. 

Supposons  à  présent  que  DC  soit  perpendi- 
culaire sur  AB,  que  BF  soit  perpendiculaire  sur 
AD  ,  et  que  AI  soit  perpendiculaire  sur  BI  ;  joi- 
gnons ID  ;  je  dis  que  la  ligne  BID  est  une  ligne 
droite. 
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Que  cela  ne  soit  point.  La  droite  qui  joindra 
les  points  B ,  D  passera  du  côté  G  ou  du  côte' 
H.  Supposons  d'abord  qu'elle  passe  du  côté  G 


A  ^  B 

et  qu'elle  soit  BGD  ;  l'angle  BGA  sera  droit. 
Mais  l'angle  BIA  est  droit  par  supposition  ; 
donc  l'angle  extérieur  BGA  est  égal  à  l'angle 
intérieur  opposé  BIA,  ce  qui  est  absurde.  Sup- 
posons qu'elle  passe  du  côté  H  et  qu'elle  soit 
BHD;  l'angle  BHA  sera  droit.  Mais  l'angle  BUT 
est  droit  aussi  ;  donc  l'angle  extérieur  BIA  est 
égal  à  l'angle  intérieur  opposé  BHA ,  ce  qui  est 
encore  absurde.  Donc  la  droite  qui  joint  les 
points  B  ,  D  ne  passe  ni  du  côté  G  ni  du  côté  H  ; 
donc  elle  passe  par  le  point  I  ;  donc  la  ligne 
BID  est  une  ligne  droite. 

(C)  Car  puisque  les  droites  AC  ,  HE  sont  pa- 
rallèles, la  droite  AD  est  à  DH  comme  AC  est 
à   HE,  et  que  les  droites  DB,  TIC  sont  aussi 
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parallèles,  la  droite  AD  est  à  DH  comme  AB 
est  à  BC  ;  donc  la  raison  de  AD  à  DH ,  la  raison 
de  AG  à  HE  et  la  raison  de  AB  à  BG  sont  égales 
entr 'elles. 

PROPOSITION    VI. 

{et)  Voyez  la  note  (et)  de  la  proposition  précé- 
dente. 

(^)  Gette  proposition  pouvant  se  de'montrer 
généralement,  il  étoit  fort  inutile  de  prendre  j 

des  nombres  pour  exemple. 

PROPOSITION    XII. 

(*)  Soit  le  quadrilatère  ABDG,  de  manière 
que  AB  soit  égal  à  AG  ,  et  que  l'angle  BDG  soit 
égal  aux  deux  angles  ABD,  AGD  pris  ensemble. 
Je  dis  que  AD  est  égal  à  AB  ou  à  AG. 

Prolongeons  GA  jusqu'à  ce  que  son  prolon- 
gement AE  soit  égal  à  AG ,  et  joignons  EB. 
Puisque  AE  est  égal  à  AB ,  l'angle  AEB  est  égal 
à  l'angle  ABE.  Donc  l'angle  BDG  avec  l'angle 
AEB  est  égal  aux  trois  angles  DGA  ,  DBA  ,  ABE 
pris  ensemble  ,  c'est-à-dire  aux  deux  angles 
DGA,  DBE.  Mais  les  quatre  angles  d'un  quadri- 
latère valent  quat^^e  angles  droits;  donc  deux 
angles  opposés  du  quadrilatère   BDGE  valent 
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deux  angles  droits.  Donc  on  peut  circonscrire 
une  circonférence  de  cercle  au  quadrilatère 
BDCE.  Mais  les  trois  droites  AC ,  AB  ,  AE  sont 


égales  ;  donc  le  point  A  est  le  centre  de  la  cir- 
conférence DCE.  Donc  AD  est  égal  à  AB  ou 
à  AC. 


PROPOSITION    XIV. 


(et)  En  effet,  puisque  DA  est  égal  à  2EC  + 
CA ,  le  quarre  de  DA  égalera  4  EG  +  4  EC  X 
CA  +  CA  ;  et  puisque  EA  est  égal  à  EC  +  CA, 
le  quarre  de  EA  égalera  EC  +  2  EC  X  AC  + 
CA.  Donc  la  somme  des  quarrés  des  droites 
DA  ,  CA  égalera  4ÊG  4-  4  EC  X  CA  +  CÄ'  + 
CA,  et  la  somme  des  quarrés  des  droites  DE  , 
EA  égalera  EC  +  Êc'  -H   2  CD   X  AC  +  CA\ 
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c'est-à-dire  que  la  somme  des  quarrës  des  droites 
DE ,  BE  égalera  2  EG  +  2  EG  X  CA  +  cX 

G 


AiCÇ¥ 


D'où  il  suit  que  la  somme  des  quarrës  des 
droites  DA ,  CA  est  double  de  la  somme  des 
quarrës  des  droites  DE  ,  EA. 

PROPOSITION    XV. 

(et)  Car  les  deux  angles  BCD ,  BGD  ont  cha- 
cun pour  supplément  l'angle  BAD. 

(C)  Euclide,  liv.  iv,  prop.  11. 


riN  DU   COMM.  SXJR  LES  (EUVRES   D'ARCHIMEDE. 


MIROIR  ARDENT 


PAR    LE    M0YE5    DUQUEL    OU    PEUT    REFLECHIR    ÏT    FIXER,' 

SUR    mX    OBJET    EN    REPOS    OU    E:«î    MOUVEMENT  ,     LES    RAYONS    SOLJLlRES  , 

EN    AUSSI    GRANDE    QUANTITÉ    QUE    l'oN    VEUT  J 


PAR   F.   PEYRARD, 

Professeur  de  Mathématiques  au  Lycée  Bonaparte. 


Ce  Miroir  ardent  est  approuvé  par  la  Classe  des 
Sciences  Physiques  et  Mathématiques  de  l'Institut. 


RAPPORT 

Fait  à  V Institut  national^  Classe  des  Sciences 
Physiques  et  Mathématiques  y  sur  un 
MIROIR  ARDENT,  -présenté  à  la  Classe 
par  M,  Peyrard. 


IVJ.«  Peyrard  ,  qui  publie  une  belle  Traduction  des 
Œuvres  d'Archimède ,  a  dû  naturellement  s'occuper 
du  moyen  dont  on  dit  que  ce  grand  Géomètre  se  ser- 
vit pour  incendier  la  flotte  de  Marcellus  devant  Sy- 
racuse. Les  anciens  et  les  auteurs  du  moyen  âge  disent 
qu'il  employa  un  Miroir  ardent  ,  mais  aucun  d'eux 
n'entre  à  cet  égard  dans  des  détails  suffisans  pour  nous 
donner  une  connoissance  exacte  de  son  procédé.  An- 
thémius  qui ,  dans  le  sixième  siècle  ,  bâtit  l'église  de 
Sainte-Sophie  à  Constantinople ,  et  qui  paroît  avoir 
été  un  Architecte  très -éclairé  ,  imagina  un  assem- 
blage de  Miroirs  plans  qui  devoit  produire  le  même 
effet  que  le  Miroir  d'Archimède.  Depuis  cette  époque , 
Kircher,  qui  peut-être  n'a  voit  pas  connoissance  des 
ouvrages  d'Anthémius ,  imagina  quelque  chose  de 
pareil.  Enfin,  dans  ces  derniers  temps  ,  M.  de  Buffon 
a  exécuté  un  Miroir  ardent  composé  de  cent  soixante^ 
Iiuit  glaces  planes ,  et  tout  le  monde  connoît  les  ex- 
périences auxquelles  il  l'a  employé.  Ces  trois  procédés , 
qui  reviennent  absolument  au  même,  ont  des  incou- 
véniens  assez  graves. 
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Pour  qu'un  Miroir  réfléchisse  en  un  même  point 
les  rayons  du  soleil ,  regardés  comme  parallèles  en- 
Ir'eux  ,  on  sait  que  sa  surface  réfléchissante  doit  faire 
partie  de  celle  d'un  paraboloïde  de  révolution,  dont 
Taxe  soit  parallèle  aux  rayons  de  lumière,  et  dont 
le  foyer  soit  un  point  de  réunion.  Si  le  Miroir  doit  être 
composé  d'un  grand  nombre  de  Miroirs  plans  d'une 
grandeur  médiocre ,  il  faut  que  les  plans  de  ces  der- 
niers soient  parallèles ,  chacun  au  plan  tangent  à  la 
surface  du  paraboloïde ,  au  point  où  elle  est  coupée 
par  le  rayon  vecteur  correspondant.  Or ,  en  vertu  du 
mouvement  du  soleil ,  la  position  de  l'axe  du  parabo- 
loïde change  d'une  manière  assez  rapide.  Il  faut  donc , 
si  la  forme  du  Miroir  est  invariable,  que  ce  Miroir 
tourne  tout  entier  avec  le  soleil  autour  du  foyer  ,  ce 
qui  paroît  impraticable  5  et  si  Jes  élémens  dont  il  est 
composé  sont  mobiles ,  indépendamment  les  uns  des 
autres,  il  faut  que  chacun  de  ces  élémens  plans  tourne 
de  manière  qu'il  soit  constamment  perpendiculaire  à 
la  droite ,  qui  partage  en  deux  parties  égales  l'angle 
formé  par  le  rayon  du  soleil  et  le  rayon  vecteur  cor- 
respondant. 

Il  paroît  difficile  de  donner  aux  Miroirs  élémen- 
taires le  mouvement  dont  il  s'agit ,  au  moyen  d'une 
machine ,  moins  peut-être  parce  que  les  changemens 
de  déclinaison  du  soleil  rendroient  cette machine  com- 
pliquée ,  que  parce  que  la  dilatation  des  verges  mé- 
talliques qui  transmettroient  le  mouvement,  change- 
roit  d'une  manière  notable  et  imprévue  les  directions  des 
Miroirs  élémentaires,  et  parce  que  les  engrenages  inévi- 
tables donneroient  à  ce»  Miroirs  un  mouvement  de 
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vibration ,  qui  mellroit  les  images  individuelles  dans 
une  agitation  perpétuelle. 

11  ne  reste  donc  d'autre  moyen  raisonnable  de  com- 
poser un  Miroir  ardent  de  plusieurs  Miroirs  plans , 
que  de  confier  chacun  de  ces  derniers  à  une  per- 
sonne individuellement  chargée  de  le  maintenir  dans 
la  position  où  il  doit  être  pour  réfléchir  l'image  du  so- 
leil sur  un  point  déterminé  ,  et  de  varier  cette  position 
conformément  au  mouvement  du  soleil.  Mais  M.  Pey- 
rard  observe  avec  raison  que  ce  moyen  a  un  incon- 
vénient qui  s'oppose  entièrement  à  son  succès.  Il  est 
bien  facile,  à  la  vérité,  à  une  personne  seule,  atten- 
tive et  commodément  placée  ,  de  diriger  sur  un  point 
déterminé  l'image  du  soleil  réfléchie  par  un  Miroir 
d'une  grandeur  médiocre,  et  de  l'y  maintenir  malgré 
le  mouvement  du  soleil  ;  la  difficulté  ne  seroit  même 
pas  bien  grande  pour  trois  ou  quatre  personnes  qui 
seroient  chargées  de  faire  en  même  temps  la  même 
chose.  Mais  si  5o,  loo  ,  200  personnes,  doivent  for- 
mer de  cette  manière  un  foyer  ardent,  comme  aucCTne 
d'elles  ne  peut  distinguer  l'image  qu'elle  envoie  de 
celle  qu'envoient  les  autres ,  si  une  seule  de  ces 
images  s'écarte  du  foyer ,  chacun  des  coopérateurs  veut 
s'assurer  si  c'est  la  sienne  ;  il  en  résulte  une  agitation 
et  un  désordre  qui  empêchent  le  foyer  de  se  former. 
C'est  à  cet  inconvénient  que  M.  Peyrard  s'est  proposé 
de  parer ,  et  qu'il  évite  entièrement  d'une  manière  fort 
ingénieuse.  Pour  cela,  il  garnit  chacun  de  ses  Miroirs 
d'un  équipage  peu  compliqué  et  que  nous  allons  dé- 
crire. 

Une  petite  lunette  portée  par  un  trépied,  et  garnie 
TOME    II.  5o 
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de  deux  fils  qui  se  croisent  aux  foyers  des  verres,  peut 
être  facilement  dirigée  vers  le  point  sur  lequel  on  veut 
porter  l'image.  On  la  maintient  dans  cette  direclion 
par  deux  vis.  La  lunette,  sans  changer  de  direction, 
est  mobile  sur  son  axe ,  entre  deux  collets ,  et  peut  être 
maintenue  dans  toutes  ses  positions  autour  de  cet  axe 
par  une  autre  vis;  elle  porte  en  dehors  le  Miroir 
qu'elle  entraîne  avec  elle  ,  quand  elle  tourne  autour 
de  son  axe ,  et  qui  indépendamment  de  ce  mouvement, 
peut  tourner  autour  d'un  axe  particulier,  perpendi- 
culah-e  à  celui  de  la  lunette.  On  fait  tourner  la  lu- 
nette sur  son  axe,  jusqu'à  ce  que  Taxe  particulier  du 
Miroir  soit  perpendiculaire  au  plan  formé  par  les 
rayons  incidens  et  réfléchis ,  et  oiï  la  maintient  dans 
cette  position  par  la  vis.  Enfin,  on  fait  tourner  le 
Mii'oir  sur  son  axe  particulier  ,  jusqu'à  ce  que  les 
rayons  réfléchie  soient  parallèles  à  l'axe  de  la  lunette; 
et  on  est  sûr  qu'alors  l'image  du  soleil  se  porte  sur 
l'objet  vers  lequel  la  lunette  est  dirigée. 

Les  deux  mouvemens  dont  nous  venons  de  parler 
s'exécutent  l'un  après  l'autre ,  et  sont  susceptibles  d'une 
assez  grande  précision.  D'abord  pour  le  premier,  lors- 
que l'axe  particulier  du  Miroir  est  perpendiculaire  au 
plan  des  rayons  incidens  et  réfléchis  ,  le  bord  du  cadre 
qui  est 'perpendiculaire  à  l'axe  particulier  du  Miroir 
porte  une  ombre  qui  est  dans  un  plan  parallèle  à  ce- 
lui des  rayons  incidens  et  réfléchis,  et  par  conséquent 
parallèle  à  l'axe  de  la  lunette.  Ainsi  cette  ombre  doit 
couper  la  face  d'un  index  saillant  en  dehors  de  la  lu- 
nette, dans  une  droite  qui  est  à  même  distance  de 
l'axe  de  la  lunette  qu'en  est  le  bord  du  cadre.  Donc 
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cette  droite  étant  tracée  sur  la  face  de  l'index ,  pour 
exécuter  le  premier  mouvement,  il  suffit  de  faire 
tourner  la  lunette  sur  son  axe  .  jusqu'à  ce  que  Fombie 
du  cadre  du  Miroir  coïncide  avec  la  droite  tracée 
sur  Findex  ;  ce  qui  est  d'une  précision  assçz  grande. 

Pour  le  deuxième  mouvement,  il  est  clair  que 
quand  le  Miroir  est  placé  de  manière  que  les  rayons 
réfléchis  sont  parallèles  à  l'axe  de  la  lunette  ,  si  sur 
l'axe  particulier  du  Miroir  ,  et  tout  près  des  bords  du 
cadre ,  on  a  enlevé  le  tain  de  la  glace  sur  un  petit 
trait,  le  défaut  de  tain  produira  une  ombre  qui  tom- 
bera sur  le  milieu  de  la  droite  de  l'index.  Donc  ce 
point  du  milieu  étant  marqué  d'avance  sur  l'index , 
pour  exécuter  le  deuxième  mouvement ,  il  suffit  de 
faire  tourner  le  Miroir  sur  son  axe  particulier  ,  jus- 
qu'à ce  que  l'ombre  du  trait  privé  de  tain  tombe  sur 
ce  point  ;  ce  qui  est  de  la  même  précision  que  pour 
le  premier  mouvement. 

On  voit  donc  que  des  coopérateurs  ,  en  quelque 
nombre  qu'ils  soient ,  peuvent  chacun  diriger  fimage 
qu'il  produit  sur  le  point  indiqué  pour  le  foyer  ,  sans 
s'occuper  de  ce  que  font  ses  voisins  ,  et  sans  être  gênés 
par  leurs  opérations.  Il  fiut  observer  d'ailleurs  que  le 
mouvement  du  soleil  dans  son  arc  diurne  n'est  pas 
assez  rapide  pour  qu'un  même  coopérateur  ne  puisse 
soigner  et  entretenir  la  direction  de  dix  Miroirs  voi- 
sins les  uns  des  autres  ;  ce  qui  diminue  beaucoup 
l'embarras  et  les  frais  qu'entraîneroit  cette  opération. 

Nous  concluons  que  M.  Peyrard  a  apporté  dans  la 
construction  des  Miroirs  ardens  composés  de  plusieurs 
Miroirs  plans,  une  perfection  que    ces    iuslrunieiis 
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n'a  voient  pas  encore  acquise,  et  ([ui  nous  paroît  digne 
de  l'approbation  de  la  Classe. 

Fait  au  Palais  des  x\rts,  le  5  août  1807. 

Signé  Cb.a.r'lbs,  Rochon,  Monge, 
Rapporteur, 

La  Classe  approuve  ce  Rapport ,  et  en  adopte  les 
conclusions. 

,    Certifié  conforme  à  l'original. 
A  Paris,  le  4  août  1807. 

Le  Secrétaire  perpétuel , 
Signé  DEL  A  MB  RE. 


MIROIR  ARDENT, 

Par  le  moyen  duquel  on  peut  réfléchir  et 
fixer  ^  sur  un  objet  en  repos  ou  en  moii- 
vement ,  les  rayons  solaires,  en  aussi 
grande  quantité  que  Fon  veut. 


VJE  miroir  ardent  est  un  assemblage  de  glaces 
planes  étamées.  Chacune  des  glaces  qui  le  com- 
posent est  disposée  de  la  manière  suivante  : 

Une  lunette  AB  {fig.  i)  est  mobile  sur  son 
axe  entre  deux  collets  CC,  C  C,  qui  sont  fixes 
avec  une  pièce  de  métal  DD. 

La  petite  ouverture  de  la  lunette  est  en  A  et 
la  grande  est  en  B  :  deux  fils  se  coupent  à 
angles  droits  au  centre  de  la  grande  ouverture 
de  la  lunette. 

Une  vis  de  pression  E  agit  sur  la  lunette,  et 
la  maintient  dans  la  position  qu'on  veut  lui 
donner. 

La  lunette  est  montée  sur  son  pied  comme 
une  lunette  ordinaire;  de  sorte  qu'on  peut  di- 
riger son  axe  vers  un  point  donné  :  deux  vis 
de  pression  F  et  G  la  maintiennent  dans,  la 
position  qu'on  lui  veut  donner. 
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On  pourroit,  au  lieu  des  trois  vis  de  pres- 
sion dont  je  viens  de  parler,  employer  des  vis 
de  rappel. 

Le  milieu  de  la  lunette  est  surmonté  d'un 
cylindre  M'  M',  dont  la  base  supérieure  est  pa- 
rallèle à  Taxé  de  la  lunette. 

Une  branche  de  fer  HHH ,  ployée  en  ëquerre, 
est  fixe   avec  la  lunette. 

Une  glace  encadrée  tourne  sur  deux  pivots 
MM,  OO.  La  droite  qui  passe  par  le  centre  des 
pivots  est  tangente  à  la  face  postérieure  de  la 
glace,  et  perpendiculaire  sur  l'axe  de  la  lunette. 

Le  trait  noir  NN ,  qui  est  occasionné  par  le 
défaut  de  tain,  est  partagé  en  deux  parties 
égales  par  l'axe  du  miroir.  « 

La  grande  ouverture  de  la  lunette  est  sur- 
montée d'une  plaque  de  métal  qui  est  fixe  avec 
elle.  Devant  cette  plaque  est  une  plaque  quar- 
rée  ZZ,  sur  laquelle  sont  tracées  les  droites 
XX,  YY,  qui  se  coupent  à  angles  droits.  La 
plaque  quarrée  a  une  tige  qui  traverse  un  trou 
quarre ,  pratiqué  dans  la  plaque  fixe.  La  pla- 
que quarrée  peut  se  mouvoir  à  droite  ou  à 
gauche ,  s'élever  ou  s'abaisser  :  un  écrou  placé 
derrière  la  plaque  fixe  arrête  la  plaque  mobile 
dans  la  position  qu'on  veut  lui  donner. 

La  plaque  mobile  doit  être  placée  de  manière 
que  la  droite  XX  prolongée  passe  par  l'axe  de 
la  lunette  et  soit  parallèle  à  l'axe  particulier  du 
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miroir,  et  de  manière  que  la  distance  de  la  droite 
YY  à  l'axe  de  la  lunette  soit  égale  à  la  distance 
de  la  droite  IR  à  ce  même  axe.  La  plaque  ZZ 
étant  ainsi  placée,  il  est  évident  que  la  droite  YY 
sera  parallèle  à  IR,  et  que  la  droite  menée  du 
point  où  l'axe  de  la  glace  coupe  IR  au  point  où 
XX  coupe  YY,  sera  parallèle  à  l'axe  de  la 
lunette. 

La  pièce  Q  Q'  est  un  ressort  fixe  en  Q'  avec 
l'équerre.  Ce  ressort  est  traversé  en  Q  par  la 
vis  RQ.  En  tournant  cette  vis,  l'extrémité  de 
l'équerre  presse  le  pivot  00  sur  le  cadre  de  la 
glace. 

L'équerre  HHH  est  surmontée  d'un  assem- 
blage de  pièces  représenté  dans  la  figure  2,  La 
pièce  ab  et  le  pivot  OO  sont  assemblés  d'une 
manière  invariable.  L'extrémité  de  l'équerre  et 
la  pièce  VV  ont  un  trou  quarre  qui  reçoit  le 
pivot  00.  Lorsqu'on  détourne  la  vis  de  pres- 
sion T,  la  pièce  ab  peut  se  mouvoir  en  avant; 
ou  en  arrière,  et  lorsqu'on  détourne  la  vis  de 
pression  S ,  la  pièce  VV  peut  se  mouvoir  à 
droite  ou  à  gauche  avec  la  pièce  ab. 

Pour  donner  à  l'axe  du  miroir  une  position 
perpendiculaire  sur  l'axe  de  la  lunette ,  pour 
placer  la  plaque  mobile  ZZ  {fig-  i  ),  de  manière 
que  la  droite  menée  du  point  où  l'axe  dû  miroir 
coupe  la  ligne  IR ,  au  point  où  XX  coupe  lY 
soit  parallèle  à  IR,  et  enfin  pour  placer  la  droite 
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YY  parallèle  à  IK,  je  me  conduis  de  la  manière 
suivante  : 

Je  place  le  miroir  de  manière  que  la  droite 
IR  coupe  à  angles  droits  Taxe  de  la  lunette.  Je 
détourne  la  a^s  T,  et  je  fais  en  sorte  que  le  bord 
inférieur  du  cadre  soit  tangent  à  la  surface  cir- 
culaire M'  M',  qui  est  parallèle  à  l'axe  de  la  lu- 
nette. Je  tourne  ensuite  la  vis  T  pour  fixer  la 
pièce  ab  [ßg.  2)  d'une  manière  invariable. 

Je  dirige  ensuite  l'axe  du  miroir  sur  un  point 
d'une  surface  plane  placée  à  une  certaine  dis- 
tance. Il  faut  que  ce  point  soit  dans  le  plan  ver- 
tical qui  passe  par  l'œil  de  l'observateur  et  par  le 
centre  du  soleil,  et  que  ce  plan  soit  perpendicu- 
laire sur  la  surface  plane  dont  nous  venons  de 
parler.  Par  ce  point,  je  mène  une  droite  hori- 
zontale, et  à  partir  de  ce  point,  je  prends  un 
second  point  qui  soit  autant  éloigné  du  pre- 
mier, que  le  centre  de  la  glace  est  éloigné  de 
l'axe  de  la  lunette.  Je  détourne  la  vis  de  pression 
S.  Je  fais  tourner  la  lunette  sur  son  axe  ;  le  mi- 
roir aussi  sur  son  axe  particulier,  et  je  fais  avan- 
cer ou  reculer  la  pièce  W ,  jusqu'à  ce  que  le 
centre  de  l'image  réfléchie  tombe  sur  le  second 
point.  Je  fixe  la  pièce  VV.  Je  place  ensuite  la 
pièce  ZZ  de  manière  que  l'ombre  de  la  droite 
IK  tombe  sur  la  droite  YY,  et  que  l'ombre  de 
MM  soit  partagée  en  deux  parties  égales  par 
la  droite  XX  ,  et  je  ïwç^  la  pièce  ZZ. 
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Le  miroir  étant  ainsi  monte,  il  est  évident 
que  quel  que  soit  le  point  sur  lequel  on  aura 
dirigé  l'axe  de  la  lunette,  l'ombre  de  î^N  et  par 
conséquent  tous  les  rayons  réfléchis  par  la  sur- 
face de  la  glace  seront  parallèles  à  l'axe  de  la 
lunette  ,  pourvu  que  l'ombre  de  IR  tombe  sur 
YY,  et  que  l'ombre  de  NN  soit  partagée  en 
deux  parties  égales  par  la  droite  XX. 

Le  miroir  étant  ainsi  disposé,  voici  le  moyen 
de  s'en  servir  : 

Pour  porter  l'image  du  soleil  sur  un  objet 
donné,  il  faut,  i^.  diriger  l'axe  de  la  lunette 
sur  un  point  de  l'objet  donné,  2^.  faire  tour- 
ner la  lunette  sur  son  axe,  jusqu'à  ce  que 
l'ombre  de  la  ligne  IR  tombe  sur  la  ligne  YY; 
3*^.  faire  tourner  le  miroir  sur  son  axe  parti- 
culier ,  jusqu'à  ce  que  l'ombre  de  la  bande  MM 
soit  partagée  en  deux  parties  égales  par  la 
droite  XX. 

Ces  trois  opérations  étant  faites ,  il  est  évident 
que  l'image  du  soleil  tombera  sur  l'objet  donné; 
ou  pour  parler  plus  rigoureusement ,  le  centre 
de  l'image  réfléchie,  au  lieu  d'être  sur  le  point 
de  1  objet  sur  leq^ael  on  a  dirigé  l'axe  de  la  lu- 
nette ,  en  sera  à  une  distance  égale  à  celle  qui 
est  entre  le  centre  du  miroir  et  l'axe  de  la  lu- 
nette. 

Si  à  mesure  que  le  soleil  s'avance,  ou  a  soin 


474  MIROIR    ARDENT. 

de  maintenir  l'ombre  de  la  droite  IK  sur  la 
droite  YY,  et  l'ombre  de  NN  sur  la  droite  XX, 
de  manière  que  la  droite  XX  partage  l'ombre  de 
NN  en  deux  parties  égales,  il  est  evident  que 
l'image  conservera  sa  première  position  aussi 
long- temps  qu'on  le  voudra. 

Supposons  à  présent  qu'on  ait  un  grand 
nombre  de  ces  miroirs  ;  que  ces  miroirs  soient 
placés  les  uns  à  côté  des  autres  dans  des  ran- 
gées placées  les  unes  au-dessus  des  autres;  et 
supposons  que  ces  miroirs  soient  dirigés  chacun 
par  une  personne.  11  est  évident  que  les  images 
réfléchies  par  les  glaces  pourront  être  portées 
sur  le  même  objet,  et  qu'elles  pourront  y  res- 
ter fixées  aussi  long- temps  qu'on  le  voudra. 

J'ai  dit  qu'il  faudroit  autant  de  personnes 
que  de  miroirs;  mais  il  est  aisé  de  prévoir 
qu'une  seule  personne  pourroit  diriger  facile- 
ment dix  et  même  vingt  miroirs  sans  craindre 
le  déplacement  du  foyer,  ni  la  dispersion  des 
images. 

Si  l'objet  sur  lequel  on  veut  porter  les  images 
du  soleil  étoit  en  mouvement,  il  faudroit  né- 
cessairement que  chaque  miroir  fût  dirigé  par 
deux  personnes  :  l'une  seroit  chargée  de  diriger 
constamment  l'axe  de  la  lunette  sur  l'objet  en 
mouvement,  tandis  que  l'autre  seroit  chargée 
de  faire  tomber  l'ombre  de  la  droite  IR  sur  la 
droite  YY,  et  l'ombre  du  pivot  NN  sur  la  droite 
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XX,  de  manière  que  cette  droite  partageât 
l'ombre  du  pivot  en  deux  parties  égales. 

Tel  est  le  miroir  ardent  que  j'ai  imaginé.  La 
construction  en  est  simple  ;  la  manière  de  s'en 
servir  est  facile  ,  et  il  est  hors  de  doute  que  par 
son  moyen  on  peut  réfléchir  et  fixer  sur  un  ob- 
jet en  repos  ou  en  mouvement  les  rayons  so- 
laires ,  en  aussi  grande  quantité  qu'on  le  veut. 

Je  vais  examiner  à  présent  quels  sont  les  ef- 
fets que  mon  miroir  est  capable  de  produire. 

Buffon  s'est  assuré  par  plusieurs  expériences 
que  la  lumière  du  soleil  réfléchie  par  une  glace 
étamée  ne  perdoit ,  à  de  petites  distances ,  qu'en- 
viron moitié  par  réflexion  ;  qu'elle  ne  perdoit , 
à  de  grandes  distances,  presque  rien  de  sa  force 
par  l'épaisseur  de  l'air  qu'elle  avoit  à  traverser, 
et  que  seulement  sa  force  diminuoit  en  raison 
inverse  de  Taugmentation  des  surfaces  qu'elle 
occuperoit  sur  des  plans  perpendiculaires  sur 
les  rayons  réfléchis  (*). 

Cela  étant  accordé  ,  supposons  que  les  glaces 
de  chaque  miroir  aient  chacune  cinq  décimètres 
de  hauteur  sur  six  décimètres  de  largeur.  Je 
prends  les  glaces  plus  larges  que  hautes,  afin 
que  les  images  réfléchies  aient  leurs  hauteurs 


(*)  Voyez  le  Supplément  de  V Histoire  Naturelle  de 
Buffon,  édition //î-4**.,  Paris,  1774?  tome  i,  pnges  /^o\ 
et  4o5. 
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à-peu-près  égales  à  leurs  largeurs  j  car  les 
rayons  du  soleil*étant  toujours  perpendiculaires 
sur  l'axe  de  chaque  glace,  tandis  qu'ils  sont  plus 
ou  moins  inclines  sur  la  ligne  IR ,  si  les  hau- 
teurs des  glaces  ëtoient  egales  à  leurs  largeurs , 
lorsque  les  rayons  du  soleil  ne  seroient  pas 
perpendiculaires  sur  le  plan  des  glaces,  les 
hauteurs  des  images  du  soleil  seroient  toujours 
plus  petites  que  leurs  largeurs. 

Pour  calculer  plus  facilement  les  effets  "de 
mon  miroir ,  je  suppose  que  les  glaces  sont  de 
forme  circulaire ,  ayant  un  diamètre  de  cinq 
décimètres ,  et  qu'elles  reçoivent  perpendicu- 
lairement les  rayons  solaires.  Les  images  réflé- 
chies par  les  glaces  de  mon  miroir  étant  plus 
grandes  que  les  images  réfléchies  par  ces  glaces 
circulaires,  il  est  évident  que  mes  résultats  se- 
ront de  quelque  chose  trop  petits. 

Le  diamètre  apparent  du  soleil  étant  de  32 
minutes ,  il  est  évident  que  chaque  point  d'une 
glace  réfléchit  un  cône  lumineux  dont  la  section 
par  l'axe  forme  un  angle  de  32  minutes. 

Cela  posé,  que  AB,  fig.  3,  soit  le  diamètre 
d'une  glace  circulaire;  et  que  ce  diamètre  soit 
de  cinq  décimètres.  Supposons  que  la  droite  CD, 
menée  du  centre  du  soleil  sur  le  centre  de  cette 
glace,  soit  perpendiculaire  sur  son  plan.  Parla 
droite  AB  et  par  la  droite  CD  conduisons  un 
plan,  et  que  les  droites  AE ,  BF  soient  les  in- 
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tersections  du  plan  coupant  et  de  la  surface  du 
faisceau  de  la  lumière  réfléchie  par  cette  glace. 
Si  les  droites  EA,  FB  sont  prolongées,  elles  se 
rencontreront  en  un  point  G,  et  formeront  ua 
angle  de  32  minutes.  En  effet ,  le  diamètre  ap- 
parent du  soleil  étant  de  3i  minutes ,  chaque 
point  de  la  glace  réfléchit  nécessairement  un 
cône  lumineux  dont  la  section  par  Taxe  forme 
un  angle  de  82  minutes.  Que  la  droite  HA  soit 
l'axe  du  cône  lumineux  réfléchi  par  le  point  A 
de  la  glace,  et  la  droite  RB  l'axe  du  cône  lumi- 
neux réfléchi  par  le  point  B.  Il  est  évident  que 
les  angles  EAH,  FBR  seront  chacun  de  16  mi- 
nutes. Mais  les  angles  EAH,   FBR  sont  égaux 
aux  angles  EGC  ,  FGC,  puisque  les  trois  droites 
HA,  CG,  RB  sont  parallèles;  donc  l'angle  EGF 
est  égal  à  la  somme  des  angles  EAH,  FBR ,  qui 
vaut  32  minutes.  Donc  l'angle  EGF  est  de  32 
minutes. 

Il  me  reste  à  calculer  à  quelle  distance  du 
miroir  l'image  réfléchie  sera  double,  triple, 
quadruple ,  etc.  de  la  surface  de  la  glace  réflé- 
chissante. 

Pour  cet  effet ,  je  calcule  d'abord  la  distance 
GD  ,  en  faisant  cette  proportion  :  tang.  AGD  :  R 
::  AD  :  GD  ;  ou  bien  tang.  16'  :  R  ::  o^ètre  25 
:  GD  ;  et  je  trouve  que  GD  est  de  55 "-,72. 

Je  cherche  ensuite  à  quelle  distance  de  la 
glace  l'image  réfléchie  est  double ,  triple,  qua- 
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driiple  ,  etc.  de  la  surface  de  la  glace.  Suppo- 
sons qu'elle  soit  double  en  LM  ,  triple  en  NO , 
quadruple  en  EF,  etc. 

Pour  trouver  les  distances  DP  ,  DQ ,  DC,  etc. 
je  me  conduis  de  la  manière  suivante  : 

Pour  trouver   DP  je  fais  cette  proportion  : 

Âb':LM::GD:Gp';  ou  bien  1:2::  (55^,72) 


:  GP  ;  à  cause  que  AD  est  la  moitié  de  LM ,  lors- 
que la  surface  de  la  glace  est  la  moitié  de  l'image 
réfléchie. 

Connoissant  la  valeur  de  AP  ,  j'en  prends  la 
racine  quarrée;  de  cette  racine,  j'en  retranche 
GD,  c'est-à-dire  55™-,72,  et  je  trouve  22™, 25. 
D'où  je  conclus  que  l'image  réfléchie  est  double 
de  la  surface  de  la  glace  lorsqu'elle  en  est  éloi- 
gnée de  22  ™-,25. 

Pour  trouver  la  distance  DQ ,  on  feroit  cette 

proportion:  i  :  3  ::  (55™,  72)  :  GQ.  Pour  trou- 
ver les  autres  distances,  on  se  conduiroit  d'une 
manière  analogue. 

J'ai  calculé  ces  distances,  et  j'ai  trouvé  les 
résultats  suivans  : 
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L'image  étant  La  distance  est  de 

Double 22  ™-  ,25 

Triple 59  ,55 

Quadruple 55  ,72 

Quintuple 66  ,4i 

Sextuple 77  ^86 

Septuple 88  ,4^ 

Octuple 98  ,22 

Nonuple 107  ,44 

Décuple 116  ,16 

Il  est  inutile  d'avertir  que  ces  distances  se- 
roient  doubles,  triples,  quadruples,  etc.  si  les 
diamètres  de  mes  glaces ,  au  lieu  d'être  de  cinq 
décimètres  ,  étoient  de  dix  ,  de  quinze  ,  de 
vingt,  etc.  décimètres. 

Soit  à  présent  un  certain  nombre  de  mes 
miroirs  ;  et  supposons  qu'à  une  très-petite  dis- 
tance les  images  de  ces  miroirs  réunies  sur  le 
même  objet  soient  capables  de  produire  un 
certain  dçgré  de  chaleur.  Il  suit,  d'après  les  ré- 
sultats que  j'ai  obtenus  ,  que  pour  produire  le 
même  degré  de  chaleur  à  iine  distance  de 
22™, 25,  de  59™, 55,  de  53"-,72  ,  etc.  il  fau- 
droit doubler,  tripler,  quadrupler,  etc.  le  nom- 
bre des  miroirs.  Il  suit  encore  ,  qu'à  une  des 
distances  calculées  plus  haut,  on  peut  produire 
une  chaleur  au  moins  égale  à  celle  qui  seroit 
produite  par  la  chaleur  du  soleil ,  répétée  au- 
tarit  de  fois  qu'on  le  voudroit. 
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Mais  combien  faut- il  répéter  de  fois  la  cha- 
leur du  soleil  pour  faire  bouillir  de  l'eau  ,  pour 
enflammer  du  bois,  pour  fondre  tel  ou  tel  mé- 
tal, le  calciner,  le  vaporiser,  etc.  ?  Ces  diffé- 
rentes questions  ne  sont  pas  encore  résolues. 
A  l'aide  de  mon  miroir,  elles  pourroient  l'être. 
Cependant  pour  satisfaire  jusqu'à  un  certain 
point  la  curiosité  de  mes  lecteurs,  je  vais  tâ- 
cher de  résoudre  quelques-unes  de  ces  ques- 
tions ,  en  prenant  pour  base  les  expériences  que 
Buffon  a  faites  avec  son  miroir  ardent. 

Les  glaces,  dont  le  miroir  de  Buffon  étoit  com- 
posé, avoient  chacune  six  pouces  de  hauteur 
sur  huit  de  largeur.  Pour  simplifier  les  calculs, 
je  supposerai  d'abord  que,  lorsque  Buffon  fai- 
soit  ses  expériences,  chacune  des  glaces  de  son 
miroir  produisoit  un  effet  aussi  grand  que  Fau- 
roit  fait  une  glace  circulaire  de  même  surface, 
sur  laquelle  les  rayons  solaires  seroient  tom- 
bés perpendiculairement.  Je  supposerai  ensuite 
que  toutes  les  images  réfléchies  par  les  glaces 
de  son  miroir  s'appUquoient  exactement  les 
unes  sur  les  autres. 

Mais  il  est  hois  de  doute  que  chacune  des 
glaces  du  miroir  de  Buffon  produisoit  un  effet 
moins  grand  que  celui  qui  auroit  été  j)roduit 
par  une  glace  sur  laquelle  les  rayons  solaires 
seroient  tombés  perpendiculairement;  car  les 
rayons  solaires   tombant  obliquement  sur  les 
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glaces  de  son  miroir,  il  est  évident  que  la  quan- 
tité des  rayons  réfléchis  étoit  plus  petite  qu'elle 
ne  l'eût  été,  si  les  rayons  solaires  fussent  tom- 
bés  perpendiculairement  sur   les  glaces ,  et  je 
ferai   voir  tout-à-l'heure  qu  avec  le   miroir  de 
Buffon  ,  il  est  impossible  de  faire  tomber  exac- 
tement les  images  du  soleil  les  unes  sur  les 
autres.  Il  s'ensuit  donc  qu'en  prenant  pour  base 
les  expériences  de  Buffon ,  mes  résultats  seront 
trop  grands. 

Le  2  5  mars  ,  à  midi ,  Buffon  mit  le  feu  à  66 
pieds  de  distance  ,  à  une  planche  de  hêtre  gou- 
dronnée ,  avec  quarante  glaces  ,  le  miroir  fai- 
sant avec  le  soleil  un  angle  de  près  de  20  de- 
grés de  déclinaison  ,  et  un  autre  de  plus  de  10 
degrés  d'inclinaison. 

En  examinant  le  tableau  de  la  p.  479»  °^  verra 
qu'à  cette  distance  l'image  étoit  quintuple  de  la 
surface  du  miroir.  Donc  le  cinquième  de  /^o 
glaces,  c'est-à-dire  8  glaces,  auroient  produit  le 
même  effet  à  une  très-petite  distance.  Mais  à 
une  très-petite  distance  la  chaleur  de  l'image 
réfléchie  est  la  moitié  de  la  chaleur  du  soleil  ; 
donc  quatre  fois  la  chaleur  du  soleil  mettroit 
le  feu  à  une  planche  de  hêtre  goudronnée.  Je 
suppose  dans  cette  expérience,  ainsi  que  dans 
celles  qui  suivent,  qu'on  n'a  employé  que  le 
•  nombre  des  glaces  nécessaire  pour  produire 
l'inflammation  ou  la  fusion. 

TOME    II.  3i 
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Le  même  jour  ,  le  miroir  étant  pose  encore 
plus  désavantageusement ,  il  mit  le  feu  à  une 
planche  goudronnée  et  soufrée  à  126  pieds  de 
distance  ,  avec  98  glaces.  • 

A  cette  distance,  l'image  réfléchie  étoit,  à 
peu  de  chose  près ,  douze  fois  aussi  grande. 
Donc  la  chaleur  nécessaire  pour  mettre  le  feu 
à  cette  planche ,  seroit  la  chaleur  du  soleil  mul- 
tipliée par_5!_,  c'est  à-dire  que  la  chaleur  né- 

cessaire  pour  cela  seroit  égale  à  quatre  fois  et  -—■ 
la  chaleur  du  soleih 

Le  10  avril  après  midi,  par  un  soleil  assez 
net,  on  mit  le  feu  à  une  planche  de  sapin  gou- 
dronnée,  à  ]5o  pieds,  avec  128  glaces.  L'in- 
flammation fut  très-subite,  et  elle  se  fit  dans 
toute  l'étendue  du  foyer. 

A  cette  distance  ,  l'image  étoit  à  très-peu  de 
chose  près,  quinze  fois  aussi  grande.  Donc  la 
chaleur  nécessaire  pour  enflammer  cette  plan- 
che seroit  la  chaleur  du  soleil  multipliée  par 
_L^i_  :  c'est-à-dire  que  la  chaleur  nécessaire  pour 

cela  seroit  égale  à  quatre  fois  et  ~  la  chaleur  du 
soleil. 

Le  1 1  avril,  à  une  distance  de  20  pieds  et 
avec  21  glaces,  on  mit  le  feu  à  une  plartche  de 
hêtre  qui  avoit  déjà  été  brûlée  en  partie. 

A  cette  distance,  l'image  étoit  double  à  peu 
de  chose  près.  Donc  la  chaleur  nécessaire  pour 


i 
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enflammer  cette  planche  étoit  la  chaleur  du  so- 
leil multipliée  par  ^*   ,  c'est-à-dire  par  5  et  ^. 

Lejnême  jour,  à  la  même  distance,  avec  12 
glaces,  on  enflamma  de  petites  matières  com- 
bustibles. Donc  la  chaleur  nécessaire  pour  les 
enflammer  étoit  la  chaleur  du  soleil  multipliée 
par  trois. 

Le  même  jour  encore  ,  à  la  même  distance  et 
avec  l[5  glaces  ,  on  fondit  un  gros  flacon  d'étain 
qui  pesoit  environ  six  livres.  Donc  la  chaleur 
nécessaire  pour  cela,  étoit  la  chaleur  du  soleil 
multipliée  par  -iL  ,  c'est-à-dire  par  1 1  et  ^. 

Avec   117    glaces,   on   fondit   des  morceaux 

d'argent  minces;  on  rougit  une  plaqué  de  tôle. 

Donc  pour  produire  cet  effet,  il  faudroit  une 

chaleur  égale  à  celle  du  soleil  multipliée  par 

llL,  c'est-à-dire  par  20  7. 

«  Par  des  expériences  subséquentes,  dit  Buf- 
fon ,  j'ai  reconnu  que  la  distance  la  plus  avan- 
tageuse pour  faire  commodément  avec  ces  mi- 
roirs des  épreuves  sur  les  métaux ,  étoit  à  4^ 
ou  45  pieds.  Les  assiettes  d'argent  que  j'ai  fon- 
dues à  cette  distance  avec  224  glaces ,  étoient 
bien  nettes,  en  sorte  qu'il  n'étoit  pas  possible 
d'attribuer  la  fumée  très-abondante  qui  en  sor- 
toit,  à  la  graisse  ou  à  d'autres  matières  dont 
l'argent  se  seroit  imbibé,  et  comme  se  le  persua- 
doient  les  gens  témoins  de  Texpérience  :  je  la 
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répétai  néanmoins   sur   des    plaques   d'argent 
toutes  neuves ,  et  j  eus  le  même  effet.  Le  métal 
fumoit  très- abondamment ,   quelquefois  pen- 
dant plus  de  8  ou  1  o  minutes  avant  de  se  fondre. 
J'avois  dessein  de  recueillir  cette  fumée   d'ar- 
gent par  le  moyen  d'un  chapiteau  et  d'un  ajus- 
tement semblable  à  celui  dont  on  se  sert  dans 
les  distillations ,   et  j'ai  toujours  eu  regret  que 
mes  autres 'occupations  m'en  aient  empêché; 
car  cette  manière  de  tirer  l'eau  du  métal  est 
peut-être  la  stjule  que  Ton  puisse  employer:  et 
si  l'on  prétend  que  cette  fumée  ,  qui  m'a  paru 
humide,  ne  contient  pas  de  l'eau  ,  il  seroit  tou- 
jours très-utile  de  savoir  ce  que  c'est,  car  il  S€' 
peut  aussi  que  ce  ne  soit  que  du  métal  volatilisé; 
d'ailleurs  je  suispersuadéqu'enfaisant  les  mêmes 
épreuves  sur  l'or,   ou  le  verra  fumer  comme 
l'argent,  peut-être  moins,  peut-être  plus  ». 

A  [\o  pieds  de  distance  l'image  est  triple  ; 
donc  la  chaleur  nécessaire  pour  produire  cet 
effet  est  égale  à  celle  du  soleil  multipliée  par 
_^zi,  c'est-à-dire  par  5?  et  ^, 

Ainsi  en  partant  des  expériences  imparfaites 
de  Buffon ,  cinq  fois  la  chaleur  du  soleil  seroit 
plus  que  suffisante  pour  enflammer  des  plan- 
ches goudronnées.  Je  suppose  que  huit  fois 
cette  chaleur  soit  suffisante  pour  enflammer 
toutes  sortes  de  bois,  et  certes  il  ne  faudroit 
pas  une  chaleur  aussi  grande. 
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II  suit  de  cette  supposition  : 

1®.  Qu'à  une  distance  de  22  ™-,25,  il  faudroit 
16  de  mes  glaces  pour  enflammer  du  bois  ; 

2^.   A  une  distance  de    59™-,33,   il  en  fau- 
droit ^4; 

3°.   A    une  distance  de    53  "-,72,  il  en  fau- 
droit 32  ; 

4^.  A  une  distance  de    66"*-, 41,  il  en  fau- 
droit 4o;  ■ 

5^  A    une   distance  de    77™, 86,  il  en  fau- 
droit 48  ; 

6°.  A  une   distance  de    88™',4i,  il  en  fau- 
droit'56; 

7*^.   A  une  distance  de    98  ^-,22 ,  il  en  fau- 
droit 64  ; 

8*^.  A  une  distance  de  107^,44?  il  ^^  ^^^'* 
droit  72; 

9^.  A  une  distance  de  116™,  16,  il  en  fau- 
droit 80  ; 

10°.  A  une  distance  de  i2  5o  mètres,  c'est-à- 
dire  un  huitième  de  myriamètre,  c'est-à-dire  à 
un  quart  de  lieue ,  il  en  faudroit  090  (*}  ; 

1 1°.  A  une  demi-lieue,  il  en  faudroit  2262. 


(*)  Pour  calculer  combien  il  faut  de  glaces  à  c^tte  dis- 
tance, on  fait  la  proportion  suivante  : 

m-  2  m«  m.   2  a 

(53    ,72  )  :  (  53     ,72  -|-  1 260  )  ::  1  :  X  . 

et  l'on   trouve   ])onr  quatrième   terme  690  moins  it«q 
üacliun. 
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Si  les  hauteurs  et  les  largeurs  des  glaces  de- 
venoient  doubles,  triples,  quadruples,  etc., 
il  est  evident  qu'elles  enflammeroient  à  des 
distances  doubles,  triples,  quadruples.  Ainsi 
5ç)0  glaces  d'un  mètre  de  hauteur  produiroient 
le  même  effet  à  une  demi-lieue ,  et  des  glaces  de 
deux  mètres  de  hauteur  à  une  lieue;  mais  je 
me  trompe,  l'effet  seroit  beaucoup  plus  grand. 

Si  l'on  se  servoit  de  glaces  d'un  mètre  de  hau- 
teur ,  le  foyer  auroit  à  une  distance  d'un  quart 
de  lieue,  24  mètres  en  hauteur  et  en  largeur. 
]N[ul  doute  ,  du  moins  je  le  pense ,  qu'avec  Sgo 
glaces  de  cinq  décimètres  de  hauteur ,  on  ne  fût 
en  état  d'embraser  et  de  réduire  en  cendres  une 
flotte  à  un  quart  de  lieue  de  distance  ;  à  une 
demi-lieue^  avec  690  glaces  d'un  mètre  de  hau- 
teur, et  à  une  lieue,  avec  690  glaces  de  deux 
mètres  de  hauteur. 

Au  lieu  d'employer  des  glaces  qui  auroient 
deux  mètres  de  hauteur,  on  pourroit  employer 
quatre  glaces  d'un  mètre  de  hauteur  qu'on  as- 
scmbleroit  sur  un  irueme  plan ,  et  l'effet  seroit 
le  même. 

Je  ne  parle  point  des  effets  utiles  qu'un  mi- 
roir,  tel  que  le  mien,  seroit  capable  de  pro- 
duire. On  pourra  consulter  à  ce  sujet  le  sixième 
Mémoire  de  Buffon ,  inséré  dans  le  premier  vo- 
lume du  supplément  de  son  Histoire  naturelle. 

Avant  de  finir,  je  dois  parler  des  miroirs  ar» 
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deiis  qui  ont  été  imagines  pour  brûler  à  de 
grandes  distances.  Le  miroir  de  Buffon  est  le 
dernier  qui  ait  été  imaginé.  Ce  miroir  est  com- 
posé de  168  glaces  planes,  montées  sur  un 
châssis  de  fer.  Ces  glaces  qui  ont  six  pouces  de 
hauteur  sur  huit  de  largeur,  sont  mobiles  en 
tous  sens. 

Le  miroir  de  Buffon  a  deux  défauts  qui  nui- 
sent essentiellement  à  l'effet  qu'il  produiroit , 
s'il  en  étoit  exempt.  Il  faut  environ  une  demi- 
heure  pour  l'ajuster,  c'est-à-dire  pour  faire 
tomber  sur  le  même  point  les  i68  images  du 
soleil  réfléchies  par  les  glaces.  Mais  les  glaces 
étant  ajustées  les  unes  après  les  autres,  et  les 
images  réfléchies  sVloignant  à  chaque  instant 
de  leurs  premières  positions ,  il  est  évident  que 
lorsque  l'opération  est  terminée,  les  images  ont 
dû  nécessairement  s'éloigner  du  foyer  en  s'épar- 
pillant.  D'où  il  suit  qu'à  chaque  instant  le  foyer 
se  déplace,  s'agrandit ,  et  perd  de  son  activité. 

Supposons  pour  un  moment  que  le  miroir 
étant  ajusté,  les  images  du  soleil  soient  exac- 
tement appliquées  les  unes  sur  les  autres  ;  je  dis 
qu'alors  le  miroir  de  Buffon  a  toutes  les  pro- 
priétés, et  n'a  que  les  propriétés  d'un  miroir 
parabolique  composé  de  glaces  planes. 

Supposons  en  effet  un  certain  nombre  de 
glaces  planes  BC ,  DE ,  etc.  {fig.  A) ,  placées 
comme  on  voudra,  pourvu  que  leurs  centres 
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G,  H  ,  etc.  réfléchissent  les  rayons  solaires  IG  , 
KH  en  un  point  F.  Par  le  point  F  menons  la 
droite  AL  parallèle  aux  rayons  solaires  IG  ,  RH  ; 
sur  cette  parallèle  prenons  un  point  A  sur  le 
prolongement  de  LF,  et  décrivons  une  para- 
bole MAN,  dont  l'origine  de  l'axe  soil  le  point 
A  ,  et  dont  le  foyer  soit  le  point  F. 

Si  cette  parabole  fait  une  révolution  autour 
de  son  axe,  elle  décrira  la  surface  d'un  co- 
noïde  parabolique.  Supposons  à  présent  que 
les  glaces  BG,  DE,  etc.  s^approchent  ou  s'éloi- 
gnent du  point  F  en  se  mouvant  parallèlement 
à  elles-mêmes  ,  suivant  les  droites  GF,  HF,  jus- 
qu'à ce  qu'elles  soient  tangentes  au  conoïde.  Il 
est  évident  que  les  points  de  contacts  seront 
les  centres  des  glaces ,  et  que  les  centres  de  ces 
glaces  placées  en  bc  ,  de  réfléchiront  les  rayons 
solaires  OH,  PG,  etc.  au  point  F,  de  la  même 
manière  qu'elles  y  réfléchissoient  les  rayons  so- 
laires IG,  KH ,  etc.  lorsque  ces  glaces  étoient 
placées  en  BC,  DE,  etc.  Je  conclus  donc  que  si 
le  miroir  de  Buffon  étant  ajusté,  les  images 
étoient  exactement  appliquées  les  unes  sur  les 
autres,  ce  miroir  auroit  toutes  les  propriétés, 
et  n'auroit  que  les  propriétés  d'un  miroir  pa- 
rabolique composé  de  glaces  planes.  Mais  un 
miroir  parabolique  ne  réfléchit  les  images  so- 
laires en  un  seul  point,  que  lorsque  l'axe  est  di- 
rigé au  centre  du  soleil  ;  donc  pour  que  leà  images 
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réfléchies  par  le  m  iroir  de  Buffon  restassent  exac- 
tement appliquées  les  unes  sur  les  autres,  il 
faudroit  que  l'axe  du  miroir,  en  passant  tou- 
jours par  le  même  foyer  F,  fût  constamment 
dirigé  au  centre  du  soleil.  Mais  le  miroir  de 
Buffon  reste  immobile  pendant  l'expérience  ; 
donc  ,  à  mesure  que  le  soleil  s'avance ,  le  foyer 
change  de  place  en  s'éparpillant.  Donc  le  mi- 
roir de  Buffon  auroit  un  second  défaut  essen- 
tiel ,  quand  même  le  premier  n'existeroit  pas. 

Voilà  quels  sont  les  deux  défauts  qui  sont  in- 
hérens  au  miroir  de  Buffon  ,  et  qui  nuisent 
grandement  à  l'effet  qu'il  produiroit,  s'il  en 
étoit  exempt. 

Mon  miroir  est  exempt  de  tous  ces  défauts  ; 
car  à  mesure  que  le  soleil  s'avance,  les  glaces 
qui  le  composent  ne  cessent  de  former  un  mi- 
roir parabolique  dont  l'axe  est  constamment 
dirigé  au  centre  du  soleil,  en  passant  par  l'objet 
qu'on  veut  enflammer;  c'est-à-dire  qu'à  chaque 
instant  mon  miroir  change  de  forme  pour  pro- 
duire son  effet. 

Avant  Buffon  ,  Athanase  Kircher  imagina  un 
miroir  ardent  pour  brûler  à  cent  pieds  et  au- 
delà.  Son  miroir  étoit  un  assemblage  de  glaces 
planes  et  circulaires  :  il  posoit  ses  glaces  sur 
un  mur,  en  leur  donnant  une  inclinaison  con- 
venable, pour  que  les  images  du  soleil  fussent 
réfléchies  sur  le  même  objet. 


490  MIROIR    ARDENT. 

Allianase  Rircher  ne  fit  ses  expériences 
qu'avec  cinq  glaces  ;  il  dit  que  la  chaleur  pro- 
duite avec  quatre  glaces  ëtoit  encore  suppor- 
table ,  et  que  la  chaleur  produite  avec  cinq  ëtoit 
presque  insupportable.  Je  crois  très  -  ferme- 
ment, dit  Rircher,  que  c'est  avec  des  miroirs 
plans  ainsi  disposés ,  que  Proclius  brûla  les 
vaisseaux  de  Yitalien. 

Rircher  ne  poussa  pas  ses  expériences  plus 
loin,  et  se  contenta  d'inviter  les  savans  à  les 
répéter,  avec  im  plus  grand  nombre  de  glaces  C^). 

Il  est  inutile  de  faire  observer  que  le  miroir 
d'Athanase  Rircher  a  tous  les  défauts  de  celui 
de  Buffon. 

Anthémius  de  Tralles ,  qui  naquit  vers  la  fin 
du  cinquième  siècle,  et  qui  fut  chargé  par  Jus- 
tinien  i^"^  de  construire  le  temple  de  Sainte- 
Sophie  à  Constantinople ,  a  aussi  imaginé  un 
miroir  ardent.  Il  nous  reste  de  lui  un  fragment 
où  il  en  fait  la  description*  Ce  fragment ,  qui 
a  été  traduit  par  M.  Dupuy  ,  se  trouve  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  des  Inscriptions  et 
Belles-Lettres,  de  l'année  1777-  Au  lieu  de  faire 
moi-rnéme  la  description  du  miroir  d'Anthé- 
mius ,  je  vais  le  laisser  parler  lui-même. 

Construire   une   machine   capable    d^incen- 


(*)  Kircher,  De  Arte  magna  lacis  et  umhrœ^  lib,  x 
par.  II,  probl.  iv. 
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diery  à  un  lieu  donné  distant  de  la  portée  d^un 
trait ,  -par  le  moyen  des  rayons  solaires. 

Ce  problème  paroît  comme  impossible,  à 
s'en  tenir  à  i'iflée  (ie  ceux  qui  ont  explique  la 
méthode  de  construire  ce  qu'on  appelle  jni- 
roirs  ardens  ;  car  nous  Y03'ons  toujours  que 
ces  miroirs  regardent  le  soleil ,  quand  rinflam- 
mation  est  produite;  de  sorte  que  si  le  lieu 
donne  n'est  pas  sur  le  même  alignement  que  les 
rayons  solaires,  s'il  incline  d'un  côté  ou  d'un 
autre,  ou  s  il  est  dans  une  direction  opposée, 
il  est  impossible  d'exécuter  ce  qu'on  propose 
par  le  moyen  de  ces  miroirs  ardens.  D'ailleurs 
la  grandeur  du  miroir,  laquelle  doit  être  pro- 
portionnée à  la  distance  où  il  s'agit  de  porter 
le  feu  au  point  d'incendier  ,  nous  force  de  re- 
connoître  que  la  construction  ,  telle  qu'elle  est 
exposée  par  les  Anciens,  est  presque  imprati- 
cable. Ainsi,  d'après  les  descriptions  qu'on  en 
a  données,  on  a  raison  de  croire  que  le  Pro- 
blème proposé  est  impossible.  Néanmoins 
comme  on  ne  peut  pas  enlever  à  Archimède  la 
gloire  qui  lui  est  due  ,  puisqu'on  s'accorde  una- 
nimement à  dire  qu'il  brûla  les  vaisseaux  enne- 
mis par  le  moyen  des  rayons  solaires ,  la  raison 
nous  force  d'avouer  que  par  ce  moyen  même , 
le  problème  est  possible.  Pour  nous,  après  avoir 
examiné  la  matière,  après  l'avoir  considérée 
avec  toute  l'attention   dont  nous  sommes  ca- 


49  ^  M  I  R  O  I  R    A  R  D  E  N  T. 

pables,  nous  allons  exposer  la  méthode  que  la 
théorie  nous  a  fait  découvrir,  en  faisant  pré- 
céder quelques  préliminaires  nécessaires  au 
sujet. 

^  un  point  donné  d'un  miroir  plan  ^  trouver 
une  position  y  telle  qu'un  rayon  solaire  venant^ 
selon  quelqu' inclinaison  que  ce  soit ,  frapper 
ce  points  soit  réfléchi  à  un  autre  point  aussi 
donné. 

Soit  A  {fig>  5)  le  point  donné,  le  rayon  BA 
donné,  selon  une  direction  quelconque,  et 
qu'il  faille  que  le  rayon  BA ,  tombant  sur  un 
miroir  plan  et  attaché  à  ce  point  A  soit  réflé- 
chi au  point  donné  r. 

Tirez  du  point  A  au  point  r  la  droite  Ar  :  di- 
visez en  deux  parties  égales  l'angle  BAr  par  la 
droite  AA,  et  concevez  le  miroir  plan  EA2  dans 
une  situation  perpendiculaire  à  la  ligne  AA  ,  il 
est  évident ,  par  ce  qui  a  été  démontré ,  que  le 
rayon  BA  tombant  sur  le  miroir  eaZ  ,  se  réflé- 
chira au  point  r  ;  ce  qu'il  falloit  exécuter 

Par  conséquent  aussi  tous  les  rayons  solaires 
également  inclinés  ,  et  tombant  parallèlement  à 
AB.  sur  le  miroir ,  seront  réfléchis  par  des  lignes 
parallèles  à  Ar.  Il  est  donc  démontré  que ,  de 
quelque  côté  que  se  trouve  le  point  r ,  dans 
quelque  position  qu'il  soit  à  l'égard  du  rayon 
solaire,  ce  rayon  sera  réfléchi  du  même  côté 
par   le  miroir    plan.    Mais   l'inflammation   ne 
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s'opère  par  le  moyen  des  miroirs  ardens  ,  que 
parce  que  plusieurs  rayons  sont  rassemblés  en 
un  seul  et  même  lieu,  et  que  la  chaleur  est  con- 
densée au  sommet  au  point  d'incendier.  C'est 
ainsi  que  le  feu  étant  allumé  dans  un  lieu  ,  les 
parties  d'alentour   et  l'air  ambiant    reçoivent 
quelque  chaleur  proportionnée.  Si  donc  nous 
concevons  qu'au  contraire  tous  ces  degrés  de 
chaleur  soient  rassemblés  et  réunis  au  milieu 
de  cet  endroit,  ils  y    exerceront  la   vertu    du 
feu  dont  nous  parlons.  Qu'il  faille  donc  porter 
au  point  r  éloigné  du  point  A  de  la  distance 
que  nous  avons  assignée ,  et  y  rassembler  dif- 
férens  autres  rayons,  par  le  moyen  de  miroirs 
plans  et  semblables,  de  manière  que  tous  ces 
rayons,    réunis  après  la  réflexion,  produisent 
l'inflammation  ;   c'est  ce  qui  peut  s'exécuter  à 
l'aide  de  plusieurs  hommes  tenant  des  miroirs, 
qui,  selon  la  position  indiquée,  renvoient  les 
rayons  au  point  r  

Mais  pour  éviter  les  embarras  où  jette  l'exé- 
cution d'un  pareil  ordre  prescrit  à  plusieurs 
personnes,  car  nous  trouvons  que  la  matière 
qu  il  s'agit  de  brûler  n'exi^je  pas  moins  de 
vingt-quatre  réflexions  ;  voici  la  construction 
qu'il  faut  suivre. 

Soit  le  miroir  plan  hexagone  abfaez  ,  et 
d'autres  miroirs  adjacens ,  semblables,  hexa- 
gones, et  attachés  au  premier  suivant  les  lignes 
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droites  AB,  Br,  fa,  ae,  eZ  (y?^.  6)^par  le  plus 
petit  diamètre,  de  manière  qu'ils  puissent  se 
mouvoir  sur  ces  lignes,  au  moyen  de  lames  ou 
bandes  appliquées  qui  les  unissent  et  les  col- 
lent les  uns  aux  autres,  ou  à  l'aide  de  ce  qu'on 
appelle  des  charnières.  Si  donc  nous  faisons 
que  les  miroirs  d'alentour  se  trouvent  dans  le 
même  plan  que  le  miroir  du  milieu ,  il  est  clair 
que  tous  les  rayons  éprouveront  une  réflexion 
semblable  et  conforme  à  la  position  commune 
de  toutes  les  parties  de  l'instrument.  Mais  si 
le  miroir  du  milieu  restant  comme  immobile  , 
nous  inclinons  sur  lui  avec  intelligence,  comme 
cela  est  facile  ,  tous  les  autres  miroirs  qui  l'en- 
tourent, il  est  évident  que  les  rayons  qui  en 
réfléchiront,  tendront  vers  le  milieu  de  l'en- 
droit où  est  dirigé  le  premier  miroir.  Répé- 
tons la  même  opération ,  et  aux  environs  des 
miroirs  dont  nous  avons  parlé ,  plaçant  d'au- 
tres miroirs  pareils,  dont  ceux  d'alentour  peu- 
vent s'incliner  sur  le  central ,  rassemblons  vers 
le  même  point  les  rayons  qu'ils  renvoient ,  de 
sorte  que  tous  ces  rayons  réunis  produisent 
l'inflammation  dans  le  lieu  donné. 

Mais  cette  inflammation  se  fera  bien  mieux , 
si  vous  pouvez  employer  à  cet  effet  quatre  ou 
cinq  de  ces  miroirs  ardens,  et  même  jusqu'au 
nombre  de  sept ,  et  s'ils  sont  entre  eux  à  une 
distance  analogue  à  celle  de  la  matière  à  brûler, 


M  I  R  O  I  R    A  R  D  E  X  T.  4  9  3 

de  manière  que  les  rayons  qui  en  partent,  se 
coupant  mutuellement,  puissent  rendre  l'in- 
flammation plus  considérable.  Car  si  les  miroirs 
sont  dans  un  seul  lieu  ,  les  raj  ons  réfléchis  se 
coupent  selon  des  angles  très-aigus,   de  sorte 

que  tout  le  lieu  autour  de  l'axe  étant  échauffé 

l'inflammation  ne  se  fait  pas  au  seul  point 
donné.  On  peut  aussi ,  à  l'aide  de  la  construc- 
tion de  ces  mêmes  miroirs  plans,  offusquer  les 
yeux  des  ennemis,  qui,  dans  leur  marche  ne 
les  appercevant  point,  tombent  sur  ceux  qui 
les  portent  attachés  au  haut  et  en  dedans  de 
leurs  boucliers.  Ces  derniers  tournent  a  pro- 
pos et  dirigent  la  réflexion  des  rayons  solaires 
vers  un  ennemi ,  qui  ne  peut  que  difficilement 
se  garantir  de  leur  action  et  la  surmonter. 

Il  est  donc  possible,  par  le  moyen  des  mi- 
roirs ardens  dont  on  a  parlé,  et  dont  on  a  dé- 
crit la  construction,  de  porter  l'inflammation 

à  la  distance  donnée Aussi  ceux  qui  ont  fait 

iiicntion  des  miroirs  construits  J3ar  le  divin  Ar- 
chimède,  n'ont  pas  dit  qu'il  se  fut  servi  d'un 
seul  miroir  ardent,  mais  de  plusieurs;  et  je 
pense  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  moyen  de  por- 
ter d'un  lieu  l'inflammation  à  une  distance 

Mais  comme  les  Anciens,  en  traitant  des 
miroirs  ardens  ordinaires,  n'ont  exposé  de 
quelle  manière  il  faut  tracer  les  emboles  que 
par  un  procédé  organique  ,  sans  présenter  à  cet 
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égard  aucune  démonstration  géométrique,  sans 
dire  même  que  c'ëtoient  des  sections  coniques, 
ni  de  quelle  espèce ,  ni  comment  elles  se  for- 
moient ,  nous  allons  essayer  de  donner  quelques 
descriptions  de  pareils  emboles ,  non  sans  dé- 
monstration ,  mais  par  des  procédés  géométri- 
ques et  démontrés. 

Soit  donc  AB  {^fig.  7)  le  diamètre  du  miroir 
ardent  que  nous  voulons  construire,  ou  sur  le- 
quel nous  voulons  opérer;  et  sur  la  ligne  TEA  , 
qui  coupe  perpendiculairement  la  ligne  AB  en 
deux  parties  égales,  soit  le  point  A  où  nous  vou- 
lons que  se  fasse  la  réflexion  ;  le  point  E  étant 
le  milieu  de  la  ligne  ab.  Joignez  B,  a  ,  et  par 
B  soit  tirée  à  aef  la  parallèle  BZ  égale  à  ba  ; 
par  le  point  Z ,  la  ligne  Zr  parallèle  à  ba,  cou- 
pant au  point  r  la  ligne  aef.  Coupez  par  le 
milieu  TA  au  point  0,  et  ©E  sera  la  hauteur  de 
l'embole  relatif  au  diamètre  AB,  comme  on  le 
verra  par  la  suite.  Divisez  en  autant  de  parties 
égales  que  vous  voudrez  la  droite  BE  ,  en  trois , 
23ar  exemple,  comme  dans  la  figure  ci-jointe; 
savoir ,  EK  ,  KA  et  AB  ;  et  par  les  points  K  ,  A  , 
tirez  à  BZ ,  Er,  les  parallèles  AM ,  KN.  Ensuite  di- 
visez en  deux  pai  ties  égales  l'angle  Zba  ,  par  la 
droite  BH,  le  point  H  étant  censé  être  au  mi- 
lieu entre  les  parallèles  BZ ,  AM.  Prolongez 
toutes  ces  parallèles  du  côté  de  A  vers  les  points 
n,  P,  2,   je  dis  que  le  rayon  parallèle  à  l'axe  , 
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c'est-à-dire  à  Ea  ,  et  tombant  par  2B  sur  le 
miroir  au  point  B,  se  réfléchira  au  point  A,  à 
cause  que  l'angle  ZBa  est  divise  en  deux  parties 
égales ,  et  que  la  réflexion  se  fait  à  angles  égaux, 
comme  on  l'a  montré  précédemment  (*). 

Nous  ferons  pareillement  réfléchir  en  A  le 
rayon  PA  de  cette  manière.  Soit  tirée  la  droite 
Ä A  ,  de  même  HM,  ^2.  Il  est  évident  que  HA 
est  égale  à  HZ,  à  cause  que  l'angle  en  B  est  di- 
visé en  deux  également.  Mais  HZ  est  égale  à 
HM,  parce  que  du  point  milieu  H,  elles  sont 
dirigées  vers  les  points  2 ,  M.  Ainsi  MH  est  égale 
à  Ha.  Soit  donc  coupé  en  deux  parties  égales 
l'angle  MHa  par  la  ligne  HTO  ,  le  point  O  étant 
censé  tenir  le  milieu  entre  les  parallèles  ma, 
NK  ;  et  cette  ligne  coupant  la  parallèle  ma  au 
point  T  ;  on  démontrera  par  les  mêmes  raisons, 
que  MT  est  égale  à  Ta  ,  et  que  Ta C^*)- 

Le  reste  manque. 


(*)  Dans  les  manuscrits  la  ligne  ZB  n'est  point  prolon- 
gée, et  les  copistes  ont  écrit  UK  et  SE  au  lieu  de  SB, 
ce  qui  ne  présente  aucun  sens  raisonnable.  J'ai  rectifié 
la  traduction  de  Dupuy,  dans  laquelle  on  lit  :  «  Je  dis 
»  que  le  rayon  HK  est  parallèle  à  l'axe ,  c'est-à-dire  à  Eà, 
»  et  tombant  par  HE  sur  le   miroir  au  point  B  ». 

(**)  La  ligne  0A  étant  égale  à  Or,  la  ligne  AT  à  TM, 
et  la  ligne  AB  à  BZ ,  il  est  évident  que  les  points  O ,  T, 
B  appartiennent  à  une  parabole, 

TOME   II.  ^^ 
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Le  miroir  d'Anlhémius,  comme  celui  de  Buf- 
fon ,  a  toutes  les  propriétés ,  et  n'a  que  les  pro- 
priétés d'un  miroir  parabolique ,  composé  de 
glaces  planes.  Ces  deux  miroirs  peuvent  en- 
flammer un  objet,  quelle  que  soit  sa  position. 
Le  miroir  d'Anthémiiis,  qui  est  construit  géo- 
métriquement, est  un  véritable  miroir  parabo- 
lique, tandis  que  le  miroir  de  Buffon,  quand  il 
est  ajusté,  est  un  miroir  parabolique  très- 
imparfait.  Le  foyer  du  miroir  parabolique  d'An- 
thémius  est  invariable  ,  tandis  que  le  foyer  du 
miroir  de  Buffon  est  variable  à  volonté.  Mais 
l'on  se  tromperoit  étrangement  si  l'on  pensoit 
que,  la  position  de  l'objet  à  enflammer  étant 
donnée,  et  la  position  du  miroir  étant  donnée 
aussi ,  on  pouri'oit  enflammer  cet  objet  dans 
tous  les  instans  du  jour  et  tous  les  jours  de  l'an- 
née. Ces  deux  miroirs  ne  peuvent  produire  tous 
leurs  effets  qu'au  moment  où  le  soleil  se  retrouve 
au  même  point  du  ciel  où  il  se  trouvoit,  lorsque 
le  miroir  d'Anthémius  fut  construit ,  et  lorsque 
celui  de  Buffon  fut  ajusté. 

Il  me  reste  à  parler  du  miroir  ardent  d'Ar- 
chimède,  avec  lequel,  dit- on,  il  réduisit  en  cen- 
dres la  flotte  de  Marcellus  ,  devant  les  murs  de 
Syracuse. 

Les  auteurs  anciens  qui  parlent  de  ce  miroir 
sont  Lucien,  Galien,  Anthémius  de  Tralles, 
Eustathe ,  Tzetzès  et  Zonare. 
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Lucien  dit ,  dans  son  Ilippias ,  qu'Archi- 
niède ,  par  un  artifice  singulier,  réduisit  en 
cendres  les  vaisseaux  des  Romains. 

Galien  s'exprime  ainsi  :  «  C'est  de  cette  ma- 
nière,  du  moins  je  le  pense,  qu'Archimède 
brûla  les  vaisseaux  des  ennemis.  Car,  à  l'aide 
d'un  miroir  ardent,  on  enflamme  avec  faci- 
lité de  la  laine ,  des  étoupes  ,  une  mèche  ,  de  la 
férule,  et  enfin  tout  ce  qui  est  sec  et  léger  (*)  ». 

Antbémius,  qui  florissoit  au  commencement 
du  sixième  siècle ,  nous  apprend  que  l'on  s'ac- 
cordoit  unanimement  à  dire  qu'Archimède 
a  voit  brûlé  les  vaisseaux  ennemis  par  le  moyen 
des  ravons  solaires. 

Eustathe,  dans  son  commentaire  de  l'Iliade, 
dit  qu'Archimède  ,  par  une  invention  de  catop- 
trique,  avoit  brûlé  la  flotte  des  Romains  à  une 
distance  égale  à  celle  de  la  portée  de  l'arc. 

a  Enfin,  dit  Zonare,  Archimède  brûla  la  flotte 
des  Romains  d'une  manière  tout- à-fait  admi- 
rable :  car  il  tourna  un  certain  miroir  vers  le 
soleil;  il  en  reçut  les  rayons.  L'air  ayant  été  em- 
brasé à  cause  de  la  densité  et  du  poli  de  ce  mi- 
roir, il  alluma  une  grande  flamme  qu'il  préci- 
pita sur  les  vaisseaux  qui  étoient  dans  le  port, 
et  les  réduisit  tous  en  cendres  (^^)». 

(*)  De  Temperamentis ,  lib.  m,  cap.  2. 
(**)  Zonarias ,  jinnaL  lib.  ix. 
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«  Lorsque  la  (loUe  de  Marceilus  fut  à  la  por- 
tée (le  l'arc  ,  dit  Tzetzès  (^)  ,  le  vieillard  (  Archi- 
mède)  fit  approcher  un  miroir  hexagone  qu'il 
avoit  fabriqué.  Il  plaça,  à  une  distance  conve- 
nable de  ce  miroir ,  d'autres  miroirs  plus  pe- 
tits ,  qui  étoient  de  la  même  espèce,  et  qui  se 
mouvoient  à  l'aide  de  leurs  charnières  et  de 
certaines  lames  quarrées  de  métal.  Il  posa  en- 
suite son  miroir  au  milieu  des  rayons  solaires 


'E^ecyav  ovrt  '  KctTùTt^^ov  trtKmvîV  ô  Ti^av, 

MtK^ec  TOietvrcc  Ketro^^u  6iiç  rtrçcf^Xéi  yuvicctç  ^ 
Kivnfitvx  AearjVi  re  kui  rta-t  yiyyXu/^oi^y 

MiO-CV  tKUVO  TièilKiV   (AKTlVCäV  TUV  tjXtH  , 

' AvoiKXafitvaiv  ê^i  Xotirov  iU  tQto  rav  UKrivavy 

OwTû»   VIKU  T«»  Ma{p«£?lAöV   Tttîç  f4fJ^UVCt7ç   0   FîÇa?. 

'O  A/â;v  nsH  ^foellcii^Qç  yçu^tt  rtjv  iço^iuv. 
Ku)  TUV  ecùrolç  è'i  fAt^v}]/jxi  îroAAoi  rS' Af^if<c)iefl^$. 
'Av6i(^(oç  fAtv  zr^UTiçov  ^  ô  veç^ue^o^oy^ei^oç, 
Hpav,  >(0i^  ^{?iCûv ,  ïltizrzrùç  n  /^  iiruiç  ^  fAt]^uy«yçet(p9Çj 

Tzelzès,  chil.  a,  liisl.  35. 

'  E^ifùùiiQy  Ti.  Ms8. 
'  n*f.  Ms». 
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du  midi  d'été  et  d'hiver.  Les  rayons  du  soleil 
étant  réfléchis  par  ce  miroir,  il  s'alluma  un 
horrible  incendie  dans  les  vaisseaux  qui  furent 
réduits  en  cendres,  à  une  distance  égale  à  celle 

de  la  portée  de  l'arc 

Dion  et  Diodore  qui  çnt  écrit  l'histoire  d'Ar- 
chimède ,  et  plusieurs  autres  en  ont  parlé , 
principalement  Anthémius  qui  a  écrit  sur  les 
prodiges  de  la  méchanique  ;  Héron ,  Philon  , 
Pappus  et  enfin  tous  ceux  qui  ont  écrit  sur  les 
méchaniques  :  c'est  dans  leurs  ouvrages  que 
nous  lisons  l'histoire  de  l'embrasement  occa- 
sionné par  le  miroir  d'Archimède  ». 

Telles  sont  les  autorités  sur  lesquelles  est 
fondée  l'histoire  des  miroirs  ardens  d'Archi- 
mède, et  ces  autorités  me  paroissent  d'un 
grand  poids.  Cependant  le  silence  de  Polybe  , 
de  Tite-Live  et  de  Plutarque ,  qui  racontent 
avec  beaucoup  de  détails  ce  que  fit  Archimède 
pour  défendre  Syracuse,  pourroit  faire  douter 
de  l'histoire  de  l'embrasement  de  la  flotte  do 
Marcellus.  Au  reste  ,  qu'Archimède  ait  brûlé  ou 
non  la  flotte  de  Marcellus  ,  il  n'en  reste  pas 
moins  constant  qu'Archimède  avoit  imaginé 
un  miroir  ardent ,  et  que  ce  miroir  étoit  un 
assemblage  de  miroirs  plans. 

Mais  quel  étoit  le  miroir  ardent  d'Archi- 
mède? Je  tâcherai  de  répondre  à  cette  ques- 
rion  ,  nprès  que  j'aurai   fait  quelques  observa- 
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lions  sur  les  différentes  sortes  de  miroirs  para- 
boliques composés  de  glaces  planes. 

Soit  un  conoïde  parabolique  dont  l'axe  soit 
constamment  dirigé  au  centre  du  soleil;   sup- 
posons ensuite  que  des  glaces  planes  soient  tan- 
gentes à  ce  conoïde ,  et  supposons  que  ce  co- 
noïde soit  coupé  par  un  plan  vertical  qui  passe 
par  son  axe.  Si  l'on  coupe  ce  conoïde  par  un 
plan  perpendiculaire  sur  l'axe,  on  aura,  du  côté 
du  sommet ,  un   miroir    ardent   composé    de 
glaces  planes  qui  n'enflammera  un  objet  qu'au- 
tant qu'il  sera  placé  directement  entre  le  mi- 
roir et  le  soleil.  Si  l'on  coupe  le  conoïde  par 
un  plan  qui  soit  perpendiculaire  sur  le   plan 
vertical ,  et  qui  passe  entre  le  soleil  et  le  zénith, 
le  segment  supérieur  donnera  un  miroir  ardent 
qui   enflammera  un  objet  de  haut  en  bas,  et 
l'autre  segment  donnera  un  miroir  qui  l'en- 
flammera de  bas  en  haut,  pourvu  que  cet  objet 
soit   dans    le    plan   vertical    dont  nous   avons 
parlé.  Supposons  enfin  que   le    plan  coupant 
ne  soit  pas  perpendiculaire  sur  Taxe,  et  qu'il 
fasse,    avec    l'horizon,    un    angle    aigu,    soit 
que    le    plan    coupant   passe   par    l'axe,   soit 
qu'il  coupe   ou  qu'il  ne  coupe  pas    l'axe,  un 
des  miroirs  ardens  qui  résultera  de  cette  sec- 
tion, enflammera  de  haut  en  bas  j  l'autre  de 
bas   en  haut,    un    objet   qui    sera    placé  à   la 
droite  ou  à  hi   gauche  du  soleil ,    et  c'est  le 
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cas    du  miroir    d'Anthémius    et    de  celui  de 
Buffon. 

Cela  pose,  revenons  au  miroir  ardent  d  Ar- 
chimède.  Anthëmius  rapporte ,  que  dans  les 
descriptions  que  les  anciens  auteurs  donnoient 
des  miroirs  ardens,  on  voyoit  toujours  que 
ces  miroirs  regardoient  le  soleil ,  quand  Tin- 
flammation  étoit  produite^  et  que  l'objet  en- 
flammé n'ëloit  jamais  ni  à  droite,  ni  à  gauche. 
D'où  je  conclus  que  le  miroir  d'Archimède  ëtoit 
un  des  segmens  du  conoïde  parabolique  dont 
nous  avons  parlé ,  lorsque  le  plan  coupant  est 
perpendiculaire  sur  le  plan  vertical. 

Tzetzès  nous  apprend  que  le  miroir  d'Archi- 
mède étoit  un  assemblage  de  miroirs  hexago- 
naux qui  se  mouvoient  à  l'aide  de  leurs  char- 
nières et  de  certaines  lames  de  métal,  c'est-à- 
dire  que  les  miroirs  d'Archimède  étoient  as- 
semblés ,  de  manière  que  chacun  pouvoit  se 
mouvoir  en  tous  sens  ,  comme  dans  le  miroir 
de  Buffon,  et  jusques  là  le  miroir  de  Buffon  ne 
diffère  de  celui  d'Archimède ,  qu'en  ce  que 
dans  le  premier  les  miroirs  sont  rectangulaires  , 
et  que  dans  le  second  les  miroirs  sont  hexago- 
naux. 

Tzetzès  ajoute  qu'Archimède  plaça  son  mi- 
roir au  milieu  des  rayons  solaires  du  midi  d'été 
et  d'hiver  (*);  c'est-à-dire  qu'il  plaça  son  mi- 

(*y  Ce  passage,  qui  n'a  élé  compris  par  personne,  est 
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roir  perpendiculairement  au  plan  de  l'ëqualeur. 
Si  le  miroir  d'Archimède  n'avoit  été  destiné  k 
23roduire  l'inflammation  qu'au  moment  où  le 
soleil  étoit  dans  un  plan  perpendiculaire  sur 
le  plan  du  miroir  et  sur  le  plan  de  l'horizon,  il 
est  évident  qu'il  auroit  été  fort  indifférent  que 
ce  miroir  fût  ou  ne  fût  pas  placé  perpendiculai- 
rement sur  le  plan  de  l'équateur.  Mais  pourquoi 
Archimède  plaçoit-il  son  miroir  perpendiculai- 
rement sur  le  plan  de  l'équateur?  C'étoit  afin  que 
son  miroir  pût  réfléchir  les  rayons  solaires  sur 
le  même  objet  pendant  tout  le  temps  que  le 
soleil  étoit  sur  l'horizon,  et  je  vais  démontrer 
que  le  miroir  étant  ainsi  posé  ,  étoit  capable  de 
produire  cet  effet  de  deux  manières  différentes. 

cependant  bien  clair.  Voici  ce  passage  traduit  mot  à 
mot  :  «  Il  posa  le  miroir  au  milieu  des  rayons  solaires 
>»  méridionaux ,  estivaux  et  hyémaux  n.  Melot  traduit 
ainsi  ce  passage:  «  Il  plaça  son  miroir  hexagone,  de  fa- 
i)  çon  qu'il  éloit  coupé  par  le  milieu  par  le  méridien 
»d'hiver  et  d'été  ».  Ce  qui  n'offre  aucun  sens,  car 
comment  seroit-il  possible  qu'un  même  lieu  eût  deux 
méridiens.  BulFon  cherche  à  donner  un  sens  raisonnable 
à  celle  version,  k  Tzelzès,  dit-il,  indique  la  position  du 
7)  miroir  en  disant  que  le  miroir  hexagone,  autour  du- 
»  quel  éloienl  sans  doute  les  miroirs  plus  2>etits,  étoit 
M  coupé  par  le  méridien,  ce  qui  veut  dire  apparemment 
)>  que  le  miroir  doit  être  opposé  directement  au  soleil  )), 
Dulens  ,  qui  a  traduit  ce  passage  de  Tzetzès,  supprima 
celle  phrase  qu'il  ne  comprenoit  pas» 


M  I  R  O  1  R    A  R  D  E  N  T.  5  o5 

Soit  AB  [fig.  8)  une  verge  de  fer  parallèle  à 
l'axe  du  monde.  Que  CD  soit  une  branche  de 
fer  perpendiculaire  sur  AB ,  que  EF  soit  le  mi- 
roir d'Archimède ,  et  qu'il  soit  placé  de  manière 
que  la  branche  de  fer  CD  soit  perpendiculaire 
sur  son  plan  prolonge.  Il  est  évident  que  ce 
miroir  placé  ainsi  sera  perpendiculaire  sur  le 
plan  de  l'équateur.  Supposons  que  par  le  moyen 
d'une  vis  de  rappel ,  comme  on  le  voit  dans  la 
fîg.  9 ,  on  puisse  faire  mouvoir  la  verge  de  fer 
AB  sur  elle-même.  Cela  posé ,  qu'une  personne 
en  tournant  la  vis  de  rappel  soit  chargée  de 
maintenir  le  miroir  dans  une  position  perpen- 
diculaire sur  le  plan  vertical,  qui  passe  par 
l'axe  de  la  verge  de  fer  AB  et  par  le  centre  du 
soleil,  et  qu'une  autre  personne  soit  chargée 
d'ajuster  le  miroir  de  manière  que  les  images 
réfléchies  soient  portées  en  un  point  D  ,  pris 
sur  la  verge  de  fer  CD. 

Si  pendant  toute  la  journée,  on  maintient, 
par  le  moyen  de  la  vis  de  rappel,  le  miroir 
dans  une  position  perpendiculaire  sur  le  plan 
vertical  qui  passe  par  l'axe  de  la  verge  de  fer 
AB  et  par  le  centre  du  soleil ,  il  est  évident  que 
les  images  réfléchies  au  point  D  y  resteront 
fixées  sans  éparpillement  et  sans  déplacement 
du  foyer;  car  si  le  contraire  pouvoit  arriver,  ce 
seroit  parce  que,  dans  l'espace  de  douze  ou 
quinze    heures  ,    le    soleil     s'approoheroit     ou 
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s'ëloigneroit  de  Féquateur  d'une  manière  sen- 
sible. Ce  qui  n'est  point. 

Soit  en  second  lieu  une  pièce  de  fer  ACDEB 
ifig'  9  )  :  que  ses  extrémités  ÀC ,  EB  ,  soient 
cylindriques,  et  que  la  partie  CDE  soit  aplatie 
et  ployëe  en  demi-cercle;  que  les  axes  des  cy- 
lindres AC,  EB,  soient  dans  la  droite  AB ,  et  que 
cette  droite  soit  parallèle  à  l'axe  du  monde  ; 
que  la  pièce  de  fer  ACPEB  soit  mobile  autour 
de  l'axe  AB ,  et  que  LI  soit  une  vis  de  rappel  ; 
que  DR  soit  le  miroir  d'Arcliimède  ;  que  ce  mi- 
roir soit  placé  parallèlement  à  AB  et  perpen- 
diculairement au  plan  qui  passe  par  l'axe  de  la 
droite  AB  et  par  le  point  D ,  milieu  de  la  lar- 
geur de  la  bande  CDE.  Il  est  évident  que  le 
miroir  DK  sera  placé  perpendiculairement  au 
plan  de  l'équateur. 

Cela  posé  ,  qu'une  personne  en  tournant  la 
vis  de  rappel  KL  soit  chargée  de  maintenir  le 
miroir  dans  une  position  perpendiculaire  sur 
le  plan  vertical  qui  passe  par  AB  et  par  le 
centre  du  soleil ,  et  qu'une  autre  personne  soit 
chargée  d'ajuster  le  miroir  de  manière  que  les 
images  réflcichies  soient  portées  en  un  point 
L  de  l'axe.  Le  miroir  étant  ajusté  ,  il  est  évi- 
dent que  les  images  réfléchies  au  point  D  y 
resteront  fixées  pendant  tout  le  temps  que  le 
soleil  sera  sur  l'horizon. 

Par  le  moyen  d'un  cadran  GG  et  d'une  aiguille 
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fixe  avec  Taxe  AB,  il  sera  facile,  connoissant 
l'heure  du  jour,  de  maintenir  le  miroir  dans 
la  position  qu'il  doit  avoir. 

J'ai  démontre  que  le  miroir  ardent  d'Ar- 
chimède  restant  perpendiculaire  sur  le  plan  de 
l'ëquateur  ,  il  étoit  possible  de  fixer  sur  un 
objet  les  images  solaires ,  pendant  tout  le  temps 
que  le  soleil  etoit  sur  l'horizon,  et  j'ai  fait  voir 
que  cela  pouvoit  se  faire  de  deux  manières. 
Mais  il  est  évident  qu'avec  les  constructions 
que  je  viens  de  donner ,  la  chose  n'est  physi- 
quement possible  que  quand  la  distance  de  l'ob- 
jet à  enflammer  au  miroir  ne  passe  pas  cer- 
taines bornes.  Il  me  reste  à  faire  voir  qu'en  mo- 
difiant la  seconde  construction  on  peut  enflam- 
mer un  objet  placé  à  une  grande  distance. 

Pendant  que  la  droite  DR  tourne  autour  de 
l'axe  AB  ,  la  perpendiculaire  menée  du  point  R 
sur  AB  engendre  un  cercle  parallèle  à  l'équa- 
teur ,  et  la  droite  menée  du  point  R  parallèle- 
ment à  AB  engendre  une  ellipse  dans  le  plan 
horizontal.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  faisoit  mou- 
voir le  miroir  DR  de  manière  que  cette  droite 
DR  prolongée  se  mût  suivant  l'ellipse  horizon- 
tale, et  que  le  point  D  se  mût  suivant  la  circon- 
férence du  cercle  parallèle  à  l'équateur ,  le 
plan  du  miroir  restant  toujours  parallèle  à  l'axe 
du  monde  et  perpendiculaire  sur  le  plan  ver- 
tical   qui   passe  par  le  centre  du  soleil  et  par 
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le  centre  du  miroir ,  il  est  evident  que  les  ima- 
ges réfléchies  par  les  miroirs  resteroient  fixées 
au  point  L  comme  auparavant. 

Cela  posé,  voici  comment  on  pourroit  venir 
à  bout  d'incendier  un  objet  placé  à  une  grunde 
distance. 

La  hauteur  du  pôle  et  la  distance  de  l'objet  à 
incendier  étant  connues  ,  Tellipse  qu'il  s'agit  de 
tracer  sur  le  plan  horizontal  est  déterminée. 
Cette  ellipse  étant  tracée  ,  on  feroit  mouvoir 
le  miroir  de  la  même  manière  que  dans  la 
figure  9  ,  à  l'aide  d'une  machine  dont  la  con- 
struction seroit  facile  à  imaginer.  D'où  je  con- 
clus qu'en  suivant  les  mêmes  principes  qu'au- 
paravant, on  peut  incendier  un  objet  placé  à 
une  grande  distance.  Donc  en  se  conduisant 
ainsi ,  Archimcde  auroit  pu  embraser  la  flotte 
de  Marcellus. 

Il  sera  facile  de  s'appercevoir  que  le  miroir 
EF  {fig-  8  )  et  DR  i^ß^g,  9  )  ,  pourroit  avoir  une 
position  oblique  sur  le  plan  de  l'équaleur , 
pourvu  que  dans  les  deux  cas,  il  fût  fixe  avec 
la  droite  AB  perpendiculaire  sur  le  plan  de 
l'équateur. 

Voilà  ce  que  j'avois  à  dire  sur  le  miroir 
d'Archimède.  il  ne  me  reste  pour  terminer  ce 
Mémoire  que  deux  observations  à  faire.  Si  le 
miroir  DK ,  au  lieu  d'avoir  une  position  fixe , 
étoit  mobile  dans  la  bande  de  fer  CDE  {fig.  9  )^ 


MIROIR    ARDENT.  bOC^ 

«t  si  ce  miroir  ëtoit  ajuste  pour  porter  les 
images  au  point  R  milieu  de  CE,  il  est  évident 
que  si  Ton  faisoit  en  sorte  que  ce  miroir  eût 
son  axe  YZ  constamment  dirigé  au  centre  du 
soleil  ,  le  foyer  resteroit  au  point  R  pendant 
toutes  les  heures  du  jour  et  pendant  tous  les 
jours  de  l'année. 

J'appelle  l'axe  d'un  miroir  ardent  Taxe  du  co- 
iioïde,  dont  une  partie  de  la  surface  forme  le 
miroir  ardent. 

D'après  les  mêmes  principes,  il  seroit  facile 
de  monter  ,un  miroir  de  réfraction  ,  de  manière 
que  son  foyer  fut  constamment  au  même  point. 

Soit  AB  (ßg-  lo)  une  verge  de  fer  parallèle 
à  l'axe  du  monde  ;  que  CÜE  soit  une  bande  de 
fer  ployée  en  are  de  cercle,  ayant  pour  centre 
le  point  M  pris  sur  l'axe  de  la  verge  AB;  que 
KL  soit  une  lentille  mobile  autour  d  un  axe 
perpendiculaire  sur  le  plan  qui  passe  par  AB  et 
par  le  milieu  de  la  largeur  de  la  bande  CDE. 
Supposons  qu'a  l'aide  d'une  vis  de  rappel  on 
maintienne,  pendant  tout  le  temps  que  le  soleil 
est  sur  l'horizon,  la  lentille  parallèle  au  soleil, 
il  est  évident  que  le  foyer  Q  restera  fixe  au 
même  point  d'un  creuset  RDS  placé  sur  la 
bande  CDE. 
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J-JES  Grecs  n'avoient  pas  en  cette  idée  si  heu- 
reuse et  si  féconde,  que  nous  tenons  des  Arabes 
ou  plutôt  des  Indiens ,  et  qui  fait  qu'avec  neuf 
chiffres  dont  la  valeur  augmente  en  progression 
décuple  à  mesure  qu'on  les  avance  vers  la  gau- 
che, nous  sommes  en  état  d'exprimer  commo- 
dément les  nombres  les  plus  considérables. 

La  supériorité  du  système  arithmétique  des 
Indiens  est  si  marquée  ,  qu'elle  a  fait  oublier 
entièrement  les  méthodes  des  anciens  Grecs. 
Les  foibles  vestiges  qui  nous  en  restent  sont 
épars  dans  des  ouvrages  qui  n'ont  pas  été  tra- 
duits, ou  dont  les  traductions  sont  rares  et 
ignorées.  Les  traducteurs  se  sont  même  con- 
tentés de  nous  donner  en  chiffres  arabes  l'équi- 
valent à-peu-près  de  ce  qui  est  dans  le  texte 
grec,  s'embarrassant   fort  peu  de  montrer  la 
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marche  et  l'esprit  de  lopëration  ;  en  sorte 
qu'à  l'exception  d'un  petit  nombre  de  lecteurs 
qui  ont  pu  consulter  les  originaux  ,  on  peut 
dire  avec  quelque  vraisemblance  que  personne 
n'a  une  idée  même  incomplète  de  l'arithméti- 
que grecque.  Les  Mémoires  de  l'Académie  des 
inscriptions  et  belles-lettres  renferment  à  la  vé- 
rité une  Histoire  de  l'arithmétique  ancienne  , 
mais  on  n'y  trouve  que  quelques  idées  sur 
l'usage  des  jetons  dans  les  calculs  ,  et  rien  sur 
l'arithmétique  écrite. 

Une  réflexion  nous  porte  à  croire  que  les 
monumens  de  ces  méthodes  abandonnées  doi- 
vent être  infiniment  rares  ;  c'est  qu'aucun  de 
nos  savans  antiquaires  ne  les  a  choisis  pour 
objet  de  ses  recherches.  Cependant  nous  avons 
la  certitude  qu'en  géométrie  et  en  astronomie  , 
les  Anciens  ont  exécuté  des  calculs  assez  con- 
sidérables. Leurs  moyens,  sans  doute,  étoient 
fort  inférieurs  à  ceux  que  nous  pourrions  em- 
ployer aujourd  hui  pour  les  mêmes  problèmes; 
mais  cette  considération  même  peut  donner 
quelque  intérêt  aux  recherches  suivantes  en- 
treprises à  l'issue  d'une  audience  donnée  par 
le  premier  Consul,  au  bureau  des  longitudes, 
et  dans  laquelle  il  avoit  lui-même  amené  la 
conversation  sur  ce  sujet. 

Les  auteurs  qui  nous  ont  conservé  les  no- 
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tions  recueillies  dans  ce  Mémoire,  sont  Archi- 
mède,  dans  sa  mesure  du  cercle  et  dans  son 
udrénaire  ;  Eutocius  ,  dans  les  Commentaires 
grecs  qu'il  nous  a  laissés  sur  cet  ouvrage  ;  Pto- 
lémée  qui,  dans  sa  grande  Composition  (l'Ai- 
mageste),  nous  a  donné  des  tables  des  cordes, 
de  déclinaison  ,  d'équation  du  centre  ,  et  de 
latitude  pour  le  soleil  et  les  planètes ,  et  autres 
tables  de  ce  genre,  avec  les  méthodes  qui  ont 
servi  à  les  construire  ;  Théon  ,  dans  ses  Com- 
mentaires grecs  sur  la  grande  composition  de 
Ptolémée  ;  et  enfin  Pappus ,  dans  un  fragment 
publié  par  Wallis  dans  le  tome  m  de  ses  OEu- 
vres.  Les  deux  premiers  livres  de  Pappus  trai- 
toient  particulièrement  de  l'arithmétique  ,  et 
nous  y  aurions  peut-être  trouvé  les  préceptes  et 
les  méthodes  d'après  lesquels  les  Grecs  exécu- 
toient  les  opérations  numériques,  c'est-à  dire , 
l'addition,  la  soustraction,  la  multiplication, 
la  division  et  l'extraction  des  racines;  mais  ces 
livres  sont  perdus  :  il  ugh  reste  que  le  frag- 
ment dont  nous  venons  de  parler.  J'ai  vaine- 
ment consulté  tous  les  ouvrages  où  j'espérois 
trouver  des  renseignemens  utiles  ;  j'ai  lu  en 
entier  le  traité  qui  porte  pour  titre  :  ©goAo-^ou- 
fj^iveLT?^  à,^ iS ^iT t K?i f  i  cclui  dc  Pscllus ,  ^dvitlime- 
iica ,  JMusica  et  G  eo  me  tria  ;  ctlui  de  Camera- 
rius  ,  de  Grœcis  Latinisque  namerorum  notis 
et  prœterea  Saracenicis  seu  Indicis,  cum  in- 
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iß  3    Ä  3    0-  5    jg  3     OU     2  ,    20  ,    200  ,    5000 

>  3  A ,  T  5  ^  3    OU  3 ,  3o ,  3oo  ,  3ooo 

r 

et  de  tous  les  autres. 

Les  Grecs  avoient  remarque  ce  rapport ,  et 
ils  avoient  des  mots  pour  exprimer  la  relation 
de  ces  nombres.  Les  nombres  de  la  première 
rangée  horizontale ,  c'est-à-dire  les  simples  uni- 
tés «3  ßi  yi  etc.  étoient  appelés  les  fonds  (  ^^9- 
fjiivîf)  des  nombres  de  dixaines  ,  de  centaines 
et  de  mille  ;  et  ces  derniers  s^appeloient  les  ana- 
logues de  ceux  auxquels  ils  correspondent  par- 
mi les  unités.  Dans  certains  cas,  on  opéroit 
sur  les  fonds  au  lieu  d'opérer  sur  les  analo- 
gues; après  quoi ,  à  l'aide  de  quelques  théorè- 
mes ,  on  ramenoit  le  résultat  du  calcul  à  celui 
qu'on  auroit  eu  si  l'on  eût  opéré  sur  les  analo- 
gues eux-mêmes ,  en  suivant  les  règles  ordi- 
naires de  l'arithmétique. 

Avec  les  caractères  qu'on  vient  de  voir,  les 
Grecs  pouvoient  exprimer  un  nombre  quel- 
conque au-dessous  de  loooo  ou  d'une  my- 
riade. Ainsi ,   Ö349  signifioient  9999  ;  {^^ß  va- 

loient  7382  ;   «a^   marquoient   8o36  ;    ru;t  va- 

I 
loient  G420  ;  «Ta,  4^001  ,  et  ainsi  des.  autres. 

Pour  exprimer  une  myriade  ou  lOooo,  on 
auroit  pu  mettre  un  trait  sous  la  lettre  /?  qui 
par  elle-même  vaut  10;  et  cette  notation  est  en 
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effet  indiquée  dans  quelques  lexiques  ,  mais  je 
ne  vois  pas  qu'elle  ait  été  employée  par  les  géo- 
mètres. 

Pour  indiquer  un  nombre  de  myriades,  on 
se  servoit  de  la  lettre  M  surmontée  du  nombre 
en  question. 

Ainsi  M  M  M  M 

valoient    10000   20000   5oooo   4oooo ,  etc. 

^l  valoient  87  myriades  ou  870000;    ,^    expri- 

moient  ^3yi  myriades  ou  48720000;  et  en  gé- 
néral la  lettre  M  ,  mise  au-dessous  d'un  nombre 
quelconque  ,  produisoit  le  même  effet  que  nous 
produisons  en  mettant  quatre  zéros  à  la  suite 
de  ce  nombre. 

Cette  notation  est  celle  dont  se  sert  Eutocius 
dans  ses  Commentaires  sur  Arcbimède  :  elle 
étoit  peu  commode  pour  le  calcul. 

Pour  désigner  les  myriades,  Diophante  et 
Pappus  se  servent  des  deux  initiales  Mu  pla- 
cées après  le  nombre.  Ainsi  aMv,  ßMv,  yMvyeXc. 
représentoient  loooo,  20000,  3oooo ,  etc.; 
^ToßMv  »^^  valoient  4^7^  myriades  8097  uni- 
tés, ou  48728097.  Cette  manière  ressemble  à 
celle  que  nous  employons  pour  les  nombres 
complexes,  comme  4  toises  5  pieds  6  pouces. 

Les  mêmes  auteurs  employent  encore  une 
notation  bien  plus  simple  ;  c'est  de  remplacer 
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par  un    point  les  initiales  Mu.   Ainsi  SToß.nl,t 
valoient  43728097. 

Les  Grecs  pouvoient  ainsi  noter  jusqu'à 
9999-9999  qu'ils  écrivoient  0343.^349;  une  unité 
de  plus  auroit  fait  la  myriade  de  myriade,  qui 

dans  notre  système  vaut  100,000,000  ==  joooo 
ou  cent  millions.  C'ëtoit  là  que  se  bornoit 
l'arithmétique  des  Grecs;  et  cette  étendue  leur 
suffisoit  de  reste  ,  parce  que  leurs  unités  de 
compte  ,  telles  que  le  talent ,  le  stade ,  étoient 
plus  fortes  que  nos  unités  ordinaires,  la  livre 
ou  la  toise.  Il  n'y  avoit  donc  guères  que  les  géo- 
mètres et  les  astronomes  qui  pussent  se  trouver 
quelquefois  trop  à  l'étroit  entre  ces  limites.  Par 
exemple,  Archimède  dans  son  ^rénaire,  ayant 
à  exprimer  le  nombre  de  grains  de  sable  que 
contiendroit  une  sphère  qui  auroit  pour  dia- 
mètre la  distance  de  la  terre  aux  étoiles  fixes , 
et  ce  nombre  étant,  d'après  lui,  tel  qu'il  fau- 
droit  pour  l'exprimer  dans  notre  système  un 
nombre  de  soixante-quatre  figures;  Archimède, 
dis-je  ,  se  vit  obligé  de  prolonger  indéfiniment 
la  notation  arithmétique  des  Grecs. 

Nous  avons  dit  que  cette  notation  avoit  pour 
limite  la  myriade  de  myriade  ,  ou  la  myriade 
quarrée  ,  ou  cent  millions.  Archimède  imagina 
de  prendre  cette  myriade  quarrée  pour  unité 
nouvelle  ,  et  les  nombres  formés  de  ces  unités 
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nouvelles,  il    les   appelle  nombres  du  second 
ordre. 

De  cette  manière  il  exprimoit  tous  les  nom- 
bres qui ,  dans  notre  système ,  s'expriment 
avec  1 6  chiffres. 

Prenant  ensuite  pour  unité  nouvelle  ,  l'unité' 
suivie  de  i6  zéros,  ou  la  quatrième  puissance 
de  la  myriade,  il  en  forma  ses  nombres  du  troi- 
sième ordre. 

L'unitë  suivie  de  ^4  zéros,  ou  la  sixième  puis- 
sance de  la  myriade ,  compose  pareillement  les 
nombres  du  quatrième  ordre. 

En  général,  en  prenant  pour  unité  la  puiî:- 
sance  2  7z  de  la  myriade  ,  il  en  forma  des  nom- 
bres de  l'ordre  (  tz  -j-  i  ). 

Supposons  n  =  S  ^  2 tz  =  i6 ,  l'unité  suivie  de 
16  fois  4  zéros ,  ou  de  64  zéros  ,  composera 
les  nombres  de  l'ordre  neuvième ,  ou  (  8  +  i  )  , 
dont  le  plus  petit  aura  65  figures.  Ainsi ,  pour 
aller  à  64  figures,  Archimède  n'avoit  besoin 
que  du  huitième  ordre. 

Cette  notation  ,  imaginée  pour  un  cas  tout 
particulier ,  ne  fut ,  suivant  toute  apparence  , 
employée  que  cette  seule  fois  ,  et  même  elle  ne 
le  fut  pas  réellement.  En  effet,  Archimède  se 
contenta  d'indiquer  les  opérations,  sans  en 
exécuter  aucune.  Après  avoir  évalué  la  sphère 
dont  le  diamètre  est  d'un  quarantième  de 
doigt,  il  en  conclut  d'abord  celle  d'un  doigt, 
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puis  celle  de  loo  doigts,  de  loooo  doigts, 
d'un  stade,  de  loo  stades,  de  loooo  stades,  et 
ainsi  de  suite ,  en  centuplant  toujours  le  dia- 
mètre ,  d'où  il  suit  que  les  capacités  qui  sont 
en  raison  triplée  des  diamètres ,  se  trouveroient 
dans  notre  système  en  ajoutant  6  zéros  à 
chaque  opération.  La  chose  est  un  peu  moins 
facile  dans  le  système  des  Grecs  ;  mais  on  con- 
çoit qu'à  l'aide  de  quelques  lemmes ,  il  a  pu 
déterminer  à  quel  ordre  raonteroit  le  produit  de 
deux  facteurs  dont  les  ordres  seroient  connus. 
Il  ne  faut  qu'un  seul  de  ces  lemmes  quand  les 
deux  facteurs  sont  des  analogues  de  l'uriité; 
c'est-à-dire,  dans  notre  système,  quand  ils  ne 
sont  tous  deux  que  l'unité  suivie  de  plus  on 
moins  de  zéros.  Ce  lemme  dans  ce  cas  est  extrê- 
mement simple ,   et  le  voici. 

Soit  l'unité  suivie  de  tous  ses  analogues,  c'est- 
à-dire  Ä,  /,  p,  a,    äMu,  ou  I  ,   lO,    lOO,  lOOO, 

loooo,  etc.  Soit  n  le  numéro  d'un  terme  quel- 
conque de  cette  progression ,  m  le  numéro  d'un 
autre  terme  aussi  quelconque,  le  produit  sera 
aussi  un  terme  de  la  même  progression  et  son 
numéro  sera  (m  +  n  —  i);  ou  bien  soit  n  le 
nombre  de  figures  d'un  terme  de  la  progres- 
sion, m  le  nombre  de  figures  d'un  autre  terme, 
le  nombre  de  figures  du  produit  sera  (m  -^  n 
—  I  ).  Ainsi  supposons  m  =  2  ,  tz  =  5  ,  c'est-à- 
dire  que  les  deux  facteurs  soient  lo  et  loa,  m 
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-}-7z  =  2  +  3=:5,  le  nombre  de  figures  sera  5 
—  I  ==  4-  En  effet ,  lo  X  loo  =  looo. 

Le  nombre  de  zéros  du  terme  n  sera  (/z — i), 
cebii  des  zéros  du  terme  m  sera  (m  —  i  )  ;  le 
nombre  de  zéros  du  ]produit  sera  (n  —  i  ) 
+  (m  —  I  )  =  somme  de.s  zéros  des  deux  fac- 
teurs. 

Archimède  démontre  ce  théorème,  mais  il  ne 
donne  que  celui-là.  Quelques  personnes  ont  cru 
j^  voir  l'idée  des  logarithmes  ;  mais  Archimède 
ne  fait  mention  que  des  nombres  entiers  de  la 
progression,  i,  lo,  lOO,  looo,  et  ne  dit  rien 
qui  puisse  nous  faire  penser  qu'il  ait  même  en- 
trevu la  possibilité  ou  Futilité  d'intercaler  entre 
ces  nombres  d'autres  nombres  fractionnaires 
qui  approcheroient  autant  qu'on  le  jugeroit  né- 
cessaire, d'être  égaux  aux  nombres  de  la  suite 
naturelle  ,  et  qu'on  pourroit  par  ce  moyen  sub- 
stituer l'addition  de  leurs  numéros  d'ordre  dans 
la  progression  ,  à  la  multiplication  des  deux 
nombres  mêmes  ;  il  n'a  pas  même  étendu  son 
idée  à  la  soustraction,  qui  auroit  pu  remplacer 
la  division  ;  enfin  ,  il  étoit  si  éloigné  d'envisa- 
ger cette  idée  comme  devant  être  utile  dans  les 
calculs  pratiques  ,  qu'il  paroît  au  contraire  évi- 
dent qu'elle  n'a  été  pour  lui  -  même  qu'un 
moyen  de  se  dispenser  du  calcul ,  et  non  pas 
un  moyen  de  rendre  les  calculs  plus  fi^ciles. 
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La  progression  employée  par  Archimède  est 
donc 

et  ,  t  y  p  ,  rt  ,  CL.  3  1.3 

I,     lO,     lOO,     1000,     lOOOO,     lOOOOO  , 

p.  3  Ä. ,        etc. 

loooooo,   looooooo,  etc. 
Si  pour  plus  de  simplicité  il  eût  écrit 
et     çt     et ,.  etc. 

1        II      m 

il  eut  trouvé  notre  arithmétique  ,  ou  du  moins 
les  traits  souscrits  eussent  été  à- peu-près  l'équi- 
valent de  nos  zéros;  cependant,  pour  compléter 
la  découverte  il  auroit  fallu  supprimer  les  traits, 
et  dire  que  l'ordre  des  unités  seroit  déterminé 
par  le  rang  que  le  nombre  occuperoit  ;  et  alors 
il  auroit  encore  fallu  imaginer  un  caractère 
pour  remplir  les  places  vacantes. 

Ce  qu'il  n'a  pas  imaginé  de  faire  pour  la 
série  ascendante  ,  les  astronomes  l'ont  appliqué 
à  la  série  descendante. 

ct°  ,  ct^  ^  6t",  ct"%  Ä^^ ,  etc.  form  oient  en  effet 
une  progression  géométrique  ;  mais  la  raison 
étoit  ^et  non-j^. 
En  outre  de  la  pro- 
gression ci-dessus  I«,  ïi,  I",  I"',  i''^,  etc. 
On  avoit  encore  -  .  2«,  ^2»,;  a",'  2"%  2*^5  etc. 
Ou  telle  autre  qu'on 

vouloit ^7"*?  »7%  17",  i7"S  17'%  etc. 

Et  ainsi  jusqu'à .  .  5^"^  59S  %'S  ^O""^  Sg'^  etc. 
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Les   diffërens    termes    de    celte   progressioa 
ëtoient  le  plus  souvent  composes  de  deux  chif- 
fres ,    on    ne   pouvoit  donc  j^as  supprimer  les 
signes  o,  S  ">  "S  ^'''»  ^^c.  qui  marquoient  leur 
ordre  ,  et  rendre  la  valeur  du  terme  dépendant 
du  rang  qu'il  occupoit  dans  la  série  ;  il  auroit 
fallu  pour  cela  69  caractères  au  lieu  de  9.  On 
ne   pouvoit    donc  de   ce   côté   arriver  à  notre 
arithmétique  :  on  en  étoit  plus  voisin  en  s'ar- 
rêtant  à    1  idée    d'Archimède.    Apollonius ,   au 
rapport  de  Pappus ,  y  fit  quelques  changemens 
heureux.  Au  lieu  de  ces  ordres  ou  tranches  com- 
posées de  8  chiffres,  et  qu'Archimède  nominoit 
pour  cette  raison  des  octades,  il  imagina  de  ne 
composer  ses  tranches  que   de  quatre  chiffres. 
La  première   tranche   à  droite   étoit  celle  des 
unités  ;  la  seconde  en  allant  vers  la  gauche  étoit 
celle  des  myriades  simples  ;  la  troisième  étoit 
celle  des  myriades  douhles  ou  du  second  ordre, 
ainsi  de  suite  à  l'infini  ;  en  sorte  qu'en  général 
la  tranche  du  numéro  n  contenoit  les  myriades 
du  degré  (tz —  i  ).    Ainsi  à   chaque  tranche  on 
voyoit   reparoître  les  mêmes  caractères  ,  mais 
avec  une  valeur  toujours  croissante  et  propor- 
tionnelle aux  puissances  successives  de  la  my- 
riade. De  cette  manière,  Apollonius  auroit  pu 
écrire  tout  ce  que  sait  exprimer  notre   numé- 
ration ,  et  pour  en  donner  un  exemple,   pre- 
nons la  circonférence  du  cercle  dont  le    dia- 
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mètre  est   une  myriade  du    neuvième  ordre  , 
la  circonférence  sera 

y,     Aviî.      Öö-Jg.      y(p7r^.     ^3^^*    >^i^^*     ^Xl^y' 
f  >  t  I 

3.  i4i5.  9265.  3589.  7932.  3846.  2643. 

I  (  t 

3832.  7950.  2824. 

Il  n'y  avoit  plus  qu'un  pas  de  cette  arithmé- 
tique à  la  nôtre  ;  il  falloit  faire  pour  les  sim- 
ples dixaines  ce  qu'on  avoit  fait  pour  les  dixai- 
nes  de  mille. 

Il  paroît  que  c'est  encore  à  Apollonius  qu'on 
ëtoit  redevable  d'un  autre  changement  dans 
l'arithmétique  des  Grecs.  Nous  avons  déjà  dit 
qu'au  nombre  de  dixaines,  de  centaines  ou  de 
mille ,  on  substituoit  quelquefois  les  unités 
qui  leur  correspondoient  ;  par  exemple ,  si 
l'on  avoit  à  multiplier  5o  par  l\oo  ou  v  par  v , 
au  nombre  v  ou  4oo,  on  substituoit  <r  ou  4  qui 
en  étoit  le  fond.  Au  nombre  5o  ou  v  on  substi- 
tuoit \e  fond  5  ou  g.  On  multiplioit  donc  6  par 
4;  le  produit  étoit  k  ou  20.  Maison  avoit  rendu 
l'un  des  facteurs  loo  fois  trop  petit  et  l'autre 
10  fois  trop  petit;  le  produit  étoit  donc  100 
X  10  fois  et  1000  fois  trop  petit;  il  falloit  donc 
le  multiplier  par  1000  ;  au  lieu  de  20  on  avoit 
20000  ou  2  myriades. 
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C'etoit  un  acheminement  vers  notre  arith- 
métique ;  mais  comme  ils  ne  faisoient  là  aucun 
usage  de  zéros  ,  au  lieu  d'une  règle  unique  qui 
nous  suffiroit  dans  ce  cas,  et  qui  seroit  de  met- 
tre à  la  suite  du  produit  un  nombre  de  zéros 
égal  au  nombre  de  zéros  néghgés  dans  Fun  et 
l'autre  facteur,  il  leur  falloit  une  douzaine  de 
théorèmes  différens  pour  déterminer  dans  tous 
les  cas  à  quel  degré  de  myriades  appartenoit  le 
produit. 

Ces  théorèmes  nous  ont  été  conservés  par 
Pappus,  et  publiés  par  Wallis  ;  pour  nous  les 
démontrer  tous  il  suffit  de  les  écrire  avec  nos 
caractères  arithmétiques.  Nous  ne  rapporte- 
rons donc  pas  ces  théorèmes  ;  ceux  qui  en  se- 
roient  curieux  peuvent  consulter  le  tome  III 
des  OEuvres  de  Wallis. 

Le  zéro  n'étoit  pourtant  pas  tout-à-fait  inu- 
sité chez  les  Grecs.  On  le  trouve  dans  Ptolé- 
mée  ,  mais  seulement  dans  l'usage  des  fractions 
sexagésimales  ;  son  emploi  se  borne  à  tenir  la 
place  d'un  ordre  sexagésimal  qui  manque  entiè- 
rement. Ainsi,  dans  la  table  des  déclinaisons  des 
points  de  l'écliptique^  o«.  k^^.  /?".  signifioient 
o^.  i/^\  16".;  $•«.  oK  Âa".  valoient  6^  o^  3i".  ; 
KcxP.  iJLa}.  0".  exprimoient  21**.  /^i^.  o^^ 

Le  zéro  en  grec  se  nommoit  T^/^pct,  d'où 
vient  le  mot  chiffre.  Mais  T^/^pct  ne  se  trouve 
à  ma  connoissance  que  dans  le  Traité  de  l'arilh- 
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mëtique  indienne  de  Planude,  qui  e'crivoit 
dans  le  quatorzième  siècle.  Ce  mot  a  l'air  un 
peu  barbare ,  et  je  ne  l'ai  vu  dans  aucun  au- 
teur ancien. 

Ainsi  chez  les  Grecs  le  zéro  ëtoit  tout  seul  ; 
jamais  il  ne  se  combinoit  avec  un  autre  chiffre 
pour  en  changer  la  valeur.  Comme  dans  cha- 
que tranche  les  nombres  avoient  leurs  valeurs 
propres  ,  indépendantes  de  la  place  qu'ils  y  oc- 
cupoient ,  le  zéro  devenoit  alors  inutile  ,  et  les 
tranches  au  lieu  d'être  constamment  de  quatre 
chiffres  ,  n'en  avoient  quelquefois  que  trois , 
deux,  ou  même  un  seul. 

Ainsi   pour   expri- 
mer le  nombre.   .  .  3479-  5oi2.  6008.  7000. 
les    Grecs    auroient 

écrit yvoQ,     ciß.       Cn,        ^. 

I  *  '  * 

Et  ils  n  auroient  employé  que  10  figures  au 
lieu  de  16  que  nous  aurions  en  mettant  des  zé- 
ros à  toutes  les  places  vides. 

Quand  la  tranche  des  unités  manquoit  entiè- 
rement, on  l'indiquoit  en  écrivant  Mu  à  la  place 
de  cette  tranche  ;  et  ce  signe  raontroit  que  le 
nombre  précédent  avoit  des  myriades  pour 
unités.  Si  deux  ou  plusieurs  tranches  man- 
quoient  à  la  droite,  on  y  mettoit  autant  de 
fois  Mv. 


\ 
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Ainsi  pour  exprimer  37.  0000.  0000.0000.0000. 
les  Grecs  ëcrivoient  a^.    Mu.     Mv.     Mu.     Mu. 
ou  37  myriades  quadruples.  Voyez  Pappus  dans 
les  OEuvres  de  Wallis. 

Le  caractère  M''  employé  par  Diopbante  et 
Eutocius,  indique  des  monades,  c'est-à-dire  des 
unités.  Ainsi  M^/tat  signifie  unités  21. 

Il  nous  reste  à  dire  comment  les  Grecs  ëcri- 
voient les  fractions. 

Un  trait  placé  à  la  droite  d'un  nombre  et  vers 
le  haut  ,  faisoit  de  ce  nombre  le  dénominateur 
d'une  fraction  dont  Funité  étoit  le  numérateur. 
Ainsi  >'— j;  <J'  =  i;  ^^'  =  j^;  fKct' =2  ^.  La 
fraction  {  avoit  un  caractère  particulier  :  Q  ou 
<^  ou   (f  ou  K. 

Quand  le  numérateur  étoit  autre  que  l'unité, 
le  dénominateur  se  plaçoit  connue  nos  expo- 
sans.  Ainsi  i5^*  signifioit  -^  ou  iê^'*^;  -~  s'écri- 
voit  ^f**,  et  Ton  trouve  dans  Dioj)liante,  liv. 
IV  ^   question    ^6,   la  fraction   o-Ç;/.  ^^^^cT^O"  f^o? 

r::r2633544'^''-' ^Vrr'T^. 

Pour  mieux  entendre  ce  qui  suit,  le  plus  siir 
seroit  de  se  familiariser  avec  les  36  caractères 
grecs.  Cependant,  pour  ceux  qui  ne  voudroient 
pas  prendre  cette  peine  ,  je  traduirai  en  chif- 
fres arabes  tous  les  exemples  de  calculs  que  je 
donnerai  :  le  moyen  est  bien  simple ,  c'est 
d'imiter  ce  que  nous  faisions  dans  nos  opéra- 

TOME    II.  3q. 
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lions  complexes,  avant  rétablissement  du  sys- 
tème métrique  décimal.  Soient  donc  j/  le  signe 
des  myriades,  m  celui  des  mille,  c  celui  des 
centaines,  c? celui  des  dixaines,  o  celui  des  mo- 
nades ou  unités,  le  nombre  >.  ct^os  ou  Siy^S 
pourra  s'écrire  3^    i™  ^c    ^d    50^ 

Cette  notation  à  laquelle  nous  sommes 
d'avance  familiarisés,  nous  suffira  par-tout  pour 
faire  toutes  les  opérations  de  l'arithmétique  des 
Grecs. 

Nous  allons  ainsi  donner  des  exemples  de 
toutes  les  opérations  de  l'arithmétique,  soit 
dans  le  système  décimal,  soit  dans  le  système 
sexagésimal,  qui  étoit  seul  employé  dans  les 
calculs  astronomiques. 


EXEMPLE      DE     L'ADDITION. 

Tiré  (TEiutocius,  sur  le  théorème  iF  de  la  me- 
sure du  cercle. 


8^  k^  7^ 

6^ 

5m  gc  2d  jo 

8"^  4^ 

847- 
60. 

3921 
8400 

9c..d8\ 

2^m  3c  ^d  jO 

908. 

2321 

La  seconde  ligne  ne  contenant  ni  dixaines  ni 
unités ,  l'addition  pour  les  deux  ordres  se  borne 
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à  prendre  les   nombres  2"^    i°  de  la  première 
ligne. 

Les  centaines  offrent  9*^ +  4*^  =  13*^  r=  i^  j^  ^c^ 
Je  pose  donc  les  3^  et  je  retiens  le  mille  pour 
la  colonne  suivante;  là  se  trouve  3"^  +  S""  =  1 1°», 
qui  avec  le  mille  retenu  font  1 2"^  =:r.  i  y  4-  a™  ; 
nous  poserons  donc  les  1^ ,  et  nous  retiendrons 
la  myriade  qui  sera  unité  simple  dans  la  se- 
conde tranche. 

Nous  y  trouvons  d'abord  7°  et  rien  au-des- 
sous ;  mais  nous  avons  retenu  une  myriade  ou 
unité  ,  nous  aurons  donc  8^  ;  aux  dixaines  nous 
avons  4*^4-  6^=  10^  =  1*^  -f-  o  ;  nous  laisserons 
vide  la  place  des  dixaines  de  myriades ,  et  re- 
tenant i*^  nous  aurons  8^  4-  i^  =9^?  et  l'addi- 
tion sera  faite. 

Cette  addition  est  exactement  celle  de  nos 
nombres  complexes,  elle  est  seulement  plus  f^i- 
cile,  en  ce  que  chaque  unité  d'un  ordre  quel- 
conque vaut  toujours  dix  unités  de  l'ordre 
immédiatement  inférieur,  avantage  que  n'a- 
voient  pas  nos  soudivisions  anciennes  des  li- 
vres ,  des  toises  ,  etc. 

Les  points  dans  les  chiffres  grecs  ,  comme 
dans  ma  traduction  ,  séparent  les  myriades  ou 
nombres  du  second  ordre  des  nombres  siniples 
ou  de  premier  ordre. 

On  verra  bientôt  que  les  Grecs  ne  s'astici- 
gnoient  pas  à  placer  les  unités  de  différente  es- 
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pèce  dans  leur  ordre  naturel;  en  effet,  il  n'y 
avoit  aucune  nécessite  ,  mais  cette  attention 
facilite  beaucoup  le  calcul. 

L'addition  des  sexagésimales  se  faisoit  comme 
nous  le  pratiquons  encore  :  il  suffira  d'un 
exemple  tiré  de  Ptolémée ,  p.  65. 


iS"    //^  cT     /«     in     ^ 


et''  ly^  V£"  ;ca"'ÄÄ^^A"^    Kn""- 


vr 


o^.  59^  8"  17"'  i3^M2^  3i 
o.  14  4?     4     18    18     7 


I.  i3  55  21     5i    3o     38 


EXEMPLE     DE     LA     SOUSTRACTION. 

Eutoclas ,  Théor*  m  de  la  mesure  du  cercle. 


ß,    yv    B 

97  3°^  6<^  3^  6^ 
2    3    4.-9 

c    ^ ^^ 

yy  ..™  2^  2^  7° 

Cet  exemple  n'offre  aucune  difficulté:  le  pro- 
cédé est  le  même  que  dans  notre  système.  On 
commence  par  la  droite ,  et  quand  le  nombre 
à  soustraire  est  le  plus  grand  des  deux  ,  on  em- 
prunte au  nombre  suivant  à  gauche  une  unité 
qui  vaut  dix.  A  la  vérité  ,  je  n'ai  trouvé  ce  pré- 
cepte exprimé  nulle  part  ;  mais  comme  il  est  in- 
dépendant de  la  notation ,  et  qu'il  convient  à 
celle  des  Grecs  aussi  bien  qu'à  la  nôtre  ,  nous 
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devons  croire  qu'une  idée  aussi  naturelle  s'est 
présentée  d'elle-même  à  l'esprit  des  Anciens. 


SOUSTRACTION     SEXAGESIMALE. 


Voyez  Ftolémée ,  ^Imageste ,  p.  65  ^^  6^, 


et    (JlS"    KoL    iß        vS       vS"     Ky 
0      ly    Vi     Kct      Act         K       AÔ 


i""  58^  i6"  34"^  26^^  26^   2^1 
o.  44. 21    1-2     54    54  23 

I    1 3  55  21    3i     3o   39 


Cet  exemple  où  les  emprunts  sont  nécessaires 
d'un  bout  à  l'autre  ,  ne  laisse  aucun  doute  sur 
ce  que  nous  disions  à  l'article  précédent. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  exemples  d'addi- 
tion et  de  soustraction  :  nous  en  aurons  de 
plus  curieux  dans  les  multiplications  et  les  di- 
visions. 

Nous  voyons  ici  le  zéro  tenir  la  place  des 
degrés  qui  manquent  dans  la  seconde  ligne.  Il 
est  marqué  comme  chez  nous  par  le  caractère 
o  ;  ce  caractère  dans  l'arithmétique  grecque 
signifie  yo  ;  il  ne  pourroit  donc  sans  équivoque 
se  placer  dans  les  opérations  décimales.  Ainsi , 
dans  l'exemple  ci -dessus  ß.yvo^  eût  signifié 
23479  et  non  23409.  Mais  dans  l'arithmétique 
sexagésimale,  one  j^eut  rien  signifier  ,  puisque 
le  nombre  le  plus  fort  est  Sq.  Cependant  pour 
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le  distinguer  on  le  couvre  ordinairement  d'un 
trait  horizontal  ö  ;  en  effet ,  quand  ö  se  trouve 
aux  degrés ,  il  pourroit   absolument  marquer 
70°  ;  mais  la  circonstance  empêchera  toujours 
la  méprise ,  et  la  raison  que  o  =  70  est  le  pre- 
mier des  nombres  qui  se  rencontrent  jamais 
parmi  les   fractions  sexagésimales ,   paroît  être 
le  motif  déterminant  qui  l'a  fait  choisir  pour 
le  caractère  du  zéro ,  et  l'on  peut  assurer  avec 
beaucoup  de  vraisemblance   que   si  les  Grecs 
n'ont  pas  senti  tout  le  parti  que  l'on  pouvoit 
tirer  de  leur  zéro  pour  simplifier  la  notation , 
c'est  à  eux  cependant  qu'on  doit  le  caractère 
lui-même  dont  nous  nous  servons  encore ,  et 
peut-être  l'idée  de  l'employer  à  marquer  l'ab- 
sence d'un  ordre  de  quantités. 

MULTIPLICATION. 

Les  Grecs  commençoient  leurs  multiplica- 
tions par  les  chiffres  de  la  gauche  du  multipli- 
cateur :  c'est  une  chose  absolument  indiffé- 
rente ,  et  nous  le  pratiquons  encore  quelque- 
fois. 

Ils  prenoient  aussi  les  chiffres  du  multipli- 
cande ,  en  allant  de  gauche  à  droite,  pour  l'or- 
dinaire. 11  y  a  pourtant  des  exemple  desquels  il 
résulte  qu'ils  commençoient  quelquefois  par  la 
droite  du  multiplicande.  Peut-être  suivoient-ils 
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cette  marche  quand  ils  opéroient  sur  de  petits 
nombres. 

Exemple  tiré  des   Commentaires   cVEiutocius , 
sur  le  théorème  m  de  la  mesure  du  cercle. 


pvy 

10     5d    30 

pvy 

I    5    3 

a.  ST 

1 

iJ  5°^  3c 

pi/ 

5m  ^m   5c     ic     5d 

1 

■pvS 

30  ic  5*^ 

9° 

ß.yvS 


2^  3"^  4° 


9' 


p  par  p  valent  a.;   ou  100  par  100  =  loooo 

p  par  V  valent  f  ,  ou  loo  par  5o  =  5ooo  =  s. 
p  par  y  valent  t  ,  ou  100  par  3  =  3oo  =  t. 

On  place  ces  trois  produits  à  la  suite  Tun  de 
l'autre  ,  comme  on  les  voit  dans  le  grec  et  dans 
la  traduction,  et  cela  ëtoit  facile,  parce  que 
ces  trois  produits  sont  chacun  d'un  seul  chiffre 
en  grec,  même  dans  la  seconde  ligne.  L'exemple 
prouve  par  sa  disposition  qu'on  a  dû  commen- 
cer par  la  gauche  :  suivons  cette  marche. 

V  par  p  valent  s ,  ou  5o  X  100=:  5ooo  =  5°*  ; 
on  pose  «. 
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V  par  V  valent  ß(^,  ou  5ox  5o  =  35oo  =  3"»  5«;     ^ 
on  pose  /3:p  à  la  suite  de  s,  quoique  ß  et  2  soient 
des  quantités  du  même  ordre,  puisque  g  =  5ooo 

et;ö=r2000. 

V  par  y=^  ^v ,  ou  5o  X  3  =  1 5o  =  i  ^  -f  S'^;  on 
pose  encore  fv  à  la  suite. 

p  par  2/  valent  r,  ou  100  X  3  =  3oo=:  3^;  on 
place  T  dans  la  troisième  ligne. 

V  par  7/  valent  p;  on  place  ces  deux  nombres 
à  la  suite  de  t. 

7.  par  >  valent  Ö  ,  ou  3  X  3  =  9  ;  on  place  9  ou 
9  à  la  suite  des  produits  précédens,  et  la  multi- 
plication est  faite  :  il  ne  manque  plus  que  l'ad-    ' 
dition. 

Il  paroît  qu'elle  a  été  commencée  par  la 
droite. 

Dans  cet  amas  de  produits,  qui  ne  sont  pas 
très-bien  ordonnés  ,  on  voit  que  ô  =  g  est  le 
seul  chiffre  d'unités,  ou  le  portera  donc  aussi- 
tôt aux  unités  dans  la  somme. 

En  dixaines,  nous  n'avons  que  j»  =  5o;  mais 
il  s'y  trouve  deux  fois  ;  1/  et  v  valeat  p  =  100  ;  il 
n'y  aura  donc  rien  aux  dixaines. 

Pour  les  centaines,  nous  avons  d'abord  le 
cent  que  nous  venons  de  trouver,  puis  deux 
fois  p  ou  100;  total  jusqu'ici  3oo  ;  puis  deux  fois 
T  ou  3oo,  ce  qui  fait  600,  et  avec  les  précé- 
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dens  nous  aurons  dejîv  C)00  ;  mais  il  reste  encore 
(p  =  5oo;  total  des  centaines,  i4^.  On  posera 
donc  V  =4oo  et  Ton  retiendra  f.  =  1000. 

A  ce  mille  retenu  ajoutons  ß  =z  2000  et  deux 

fois  2  =  2  X  5ooo  =  loooo  =  1^,  nous  aurons 
au  total  i3ooo=  ct.y  ou  i^  3"^.  INIais  nous  avons 
encore  i^;  le  total  des  myriades  est  doue  de 
2^  ou  ^.,  et  la  somme  totale  25^3^4^.   ...  9^ 

=  2  '409- 

Cet  exemple  est  copie  fidèlement  dans  Euto- 

cius,  qui  ne  donne  d'ailleurs  aucune  explica- 
tion ;  mais  la  disposition  prouve  que  l'on  fai- 
soit  séparément  tous  les  produits,  qu'on  les  po- 
soit  sans  rien  retenir,  et  qu'on  mettoit  dans 
une  même  ligne  séparée  les  j)rt)duits  obtenus 
par  un  même  chiffre  du  multiplicateur. 

On  voit  encore  dans  l'édition  de  Baie,  p.  5i, 
que  les  Grecs  indiquoient  la  somme  ou  le  total 
par  la  lettre  9,  traversée  d'un  ou  de  deux  traits 
obliques  ,  et  que  les  Grecs  ne  mettoient  pas 
de  filet  pour  séparer  l'addition  de  tous  les  pro- 
duits partiels  de  la  multiplication. 
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Autre  exemple  tiré  du  même  endroit^  et  qui 
confirme  tout  ce  que  nous  aidons  dit  sur  le 
"premier,     , 


(^  0  et 

5c      r,d 

1° 

(p  0  A 

5    7 

1° 

M     M  ' 

2  5y 

3y  5°^ 

5« 

M  ' 

3y 

5™  4™ 

gc  7^ 

(p  0  efi 

5c    ^d 

i^ 

A/2  f  /x  Ä 
M 

327 

6«!  4d 

1° 

On  a  mis  séparément  les  produits  : 
5c  X  5<=  =25^;  5c  X  7^ -=37  5°^;  5^  x  i°  =5".. 

Puis  dans  une  seconde  ligne  : 
5c  x  7^  =  3y  5";  7*^x7*^  =  4™  gs  7*^  X  1^  =  7'^. 

Et  enfin  dans  une  troisième  : 

(5c  7^  lo)  X  i''^  5«^  7*^  I*. 

Après  quoi  vient  l'addition. 

/ 

On  voit  donc  clairement  dans  ces  exemples 
la  manière  des  Grecs;  elle  est  plus  facile  que 
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la  nôtre ,  moins  sujette  à  erreur  ,  mais  plus 
longue.  R-ien  ne  nous  erapêcheroit  de  la  suivre, 
en  disposant  le  calcul  comme  on  le  voit  ici. 

571 
571 


25.  . 

35. 

5 

35. 

^9 


Produits  par  5oo. 


Produits  par  70. 


571       Produit  par  r. 


326o4r 


5^0 
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Exemple  de  multiplication  ^  dans  lequel  le 
multiplicande  et  le  multiplicateur  sont  des 
nombres  fractionnaires,  Eutocius,  Mesure  du 
cercle,  th.  iv. 


etcôKi)      6'* 


M  M  M  I  '^ 

M  M  M   .    »       '^ 
M  M  »  ^     ' 

n  ç  u  <T  fÀ  IcTrr'* 


•rx» 
M 


CL  (T  V  CL  F*'*'  'TT  etf'^^ 
1  ^  I 

OU''^''  et  (T  V  ß  h  ^f"'^ 
M    »  ^ 


o     _9_ 
1  I 


i^  8<^  3^  8 
I     8    3    8    -^ 


|0       2 
1    I 


looy  8o7  3y  8°^  8^  i^  8' 

8oy  64y  2^  4"^  6°^  4*"  ö""  ^^  4^  rr 
3y  2T  4™  9*^  :2C  4d  2d  40  _L 

3m  5m  /^c  2C  4d  5d  40  50  _£ 

8cid8o_i.5c5d4o_6_ 
24°-^6d^8i'^' 


338yi-2c5di°-i^iV7 
ou338yi"^2c5d2°^=338i252^ 


Cet  exeir.ple  est  extrêmement  curieux  :  Euto- 
cius  se  contente  de  présenter  le  tableau  de 
l'opération,  sans  en  donner  la  moindre  exj^li- 
cation  ;  elle  est  au  reste  bien  simple. 

jm  s^  im  ;_.  jqqy  ^  Q^  jQQo  X  1000  =  lOOOOOO 

=:  lOO  myriades  ==:  loo^. 

1^x8^=  8oy ,  ou  1000  X  800  =  800000  = 
80  myriades  =-  80^. 
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im  X  3^  =  3y ,  OU  looo  X  3o  ==:  3oooo  =  3 
myriades  zzz  3^. 

1°»  X  S''  =  8"* ,  ou  1000  X  8  =  8ooo  =  S«". 

I-  X  1^    =  {^,   ou  1000   X  ^  =  2^^  :==  8c  id 

II 

Voilà  donc  l'explication  de  la  première  ligne  ; 
la  seconde  est  toute  pareille. 

gc  X  I™  =  80^ ,  ou  8oo  X  1000  =:  80000  = 
80  myriades  =  So^". 

8c  X  8«  =  64^,  ou  800  X  800  ::=  64oooo  =  64 
myriades  =  64^. 

8«  X  3^^  =:  2^  4™ ,  ou  800  X  3o  =  24000  =  2 
myriades  4  mille  =  2^  4™. 

8c  X  8°  =  6°^  Zic  ^  ou  800  X  S  =  64oo  =  6 
mille  4oo  =  6™  4*"- 

8c  X  Ä  =  ^^,  ou  800  X  1^=  ^tF  =  6^  5<i 
40^. 


1 1 


Troisième  ligne. 


3^  X  i"'  =  3y,  ou  3o  X  1000— 3oooo  =  3  my- 
riades =  3^. 

3<^  X  8c  —  2^  4™  )  ou  3o  X  800  =:  24ooo  =  2 
myriades  4  mille  =  2T  4™. 

3^  X  3^  =  gc ,  ou  3o  X  5o  =  900  =  9«. 

3«^  X  8^  =:  2^4^ ,  ou  3o  X  8  =  240  =  2^  4*^. 

3^X^=^^,ou3ox^-^=2di^^. 
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La  quatrième  ligne  s'explique  de  même. 

go  X  1"^==:  8™,  ou  8  X  1000  =  8000=8'". 
8«  X  8^  =  6°^  4s  ou  8  X  800  =  64oo  =  6"^  4«. 
8«x  3^  =  2^4%  ou  8  X  3o  =  24o  =  2«  4*^. 
8«  X  8«  =  6d  40,  ou  8  X  8  =  64  =  6d  4«. 
8x^  =  ^,ou8x^  =  ^  =  6o^. 

Il  nous  reste  enfin  à  prendre  les  -n-  du  multi- 
plicande. 

-i^  X  i"^  =  ??  ,  ou  -^  X  looo  =  i^^  =  8^ 
i'^8°f7. 
-^  X  8e  =  2±i,  ou  ^  X  800  =  ^°  =  6«  5<î 

-^  X  3^  =  ^,  ou  -i,  X  5o  =  ^°  =  t.«^  4  1^. 
_2_x8<^  =  ^,ou-^  X  8=^2^6«-^. 

_9.  v>.  _9_  —  _8_^    nn  -2-   N^  _2_  Ai.  -3.  _illl_ 

li     «"^     II  121?^^    II      ^^     II     121    —       icadt-* 

Passons  à  l'addition,  nous  aurons  en  rassem- 
blant les  myriades  une  somme  de  334^;  rassem- 
blons de  même  tous  les  mille  ,  nous  en  aurons 
36  =  3y  6";  tous  les  cent  qui  feront  49^  =  4™  9*^; 
toutes  les  dixaines  qui  feront  3o*^  =  3^  •  toutes 
les  unités  qui  sont  au  nombre  de  48  =  4<^8ö; 
tous  les  onzièmes  qui  feront  ^  =  3  -^^  ;  réunis- 
sant le  tout  et  ajoutant  la  fraction  quarrèe  ~, 
nous  aurons  338y  i™  2^  5*^  i^  ^7  rrr  ^  ^^  ^^8^ 
jin  ^c  Sd^o  J2_;  c'est-à-dire  338i252  ^. 
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uéutre  exemple  tiré  du  même  théorème^ 


Ùtt  et,  et  X 
9lçKç'ctKKç 


jr  'S'  '  t  y  ^^' 


A  f\o  * 


looy  9™  i^  (j^  Ç)""  \  ^ 
9    8^  1°  1°  ^ 
jc  5d  50  j.  1   I  1  -L 

^       '-''^16236 


loiy  8'°  4^  i^  7°  i  -37 


Cet  exemple  est  moins  long,  mais  non  moins 
curieux. 

jm  v^  I™,  ou  1000  X  1000=  1 000000  =  1 00^. 
I™  X  9** ,  ou  1000  X  9  =  9000  =  9™. 
1°^  X  ^,  ou  1000  X  ^  =  -^-=  i*'  6'^  6«  |,  ou 
ic  6^1  6«  7  7. 

1    6 

Voilà  pour  la  première  ligne.  On  y  voit  que 
les  Grecs  prèferoient  les  fractions  qui  avoient 
l'unitë  pour  numérateur;  au  lieu  de  ^  =  |  +  \t 
ils  ëcrivoient  7  +  ^. 

9«  X  i*"  ,  ou  9  X  1000  =  9000  =  9™. 
9«  X  9**,  0U9  X  9  =81  =  S'^  1*^. 

9«Xi,  ou  9x^=1  =  1  +  r- 


Voilà  pour  la  seconde  ligne. 
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I  X  I™,  ou  ^  X  1000  ==-—-  =  ic6'îG«|, 


ou  ^  ' 


2      6* 

^  X  9o,  ou^X  9  =  1=  If 

L'addition  montre  qu'ils  rëduisoient  les  frac- 
tions à  leurs  plus  simples  termes  ;  ainsi ,  au 
lieu  de  |  ils  ont  écrit  3. 

Le  caractère  grec  K  ,  qui  ressemble  à  notre 
K  y  signifie  {-. 

Dans  un  autre  exemple  que  nous  ne  rappor- 
terons pas,  Eutocius  arrive^  dans  une  soustrac- 
tion après  une  multiplication  de  nombres  frac- 
tionnaires, au  reste,  21  ^,  qu'il  change  en 
21  ^  -^  à-peu-près.  Il  ne  dit  pas  par  quel  moyen 
il  a  trouvé  cette  fraction  approximative  ; 

I  *; 4.  '^  32  +  1^ 1    ,      1 3  I 


e^ 192  192  6    '     192         6    •     14-f-H 

=^  +  rtii  =  i  +  TT  presque. 

Dans  un  autre  exemple  ,  Eutocius  ayant  à 
multiplier  3oi3  ^  :J^par  '3oi3  f  ^,  laisse  les  deux 
fractions  séparées,  au  lieu  de  les  réduire  à  |. 
On  voH  en  effet  que  le  procédé  est  plus  facile, 
et  voilà  sans  doule  la  raison  ])our  laquelle  ils 
ne  vouloientguères  d'autres  fraclions  que  celles 
qui  avoient  l'unité  au  numérateur.  Cependant 
nousavons  vu  ci-dessus  la  fraction  -pp,  mais  elle 
n'étoit  pas  commode  à  décomposer. 
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J'ai  refait  de  cette  manière  tous  les  calculs 
dont  Eutocius  ne  donne  que  les  types,  et  je  n'y 
ai  rien  vu  qui  ne  rentre  dans  ce  qu'on  vient  de 
lire.  Je  ne  rapporterai  donc  pas  ces  calculs  qui 
n'apprendroient  rien  de  nouveau. 

Eutocius  ne  rapporte  aucun  exemple  de  di- 
vision ;  souvent  il  auroit  à  faire  des  extractions 
de  racines  quarrées  ;  mais  alors  il  se  contente 
toujours  de  dire  quelle  est  à-peu-près  cette  ra- 
cine, et  pour  le  prouver,  il  la  multiplie  par  elle- 
même  ,  et  retrouve  en  effet  ,  à  fort  peu  près , 
le  quarre  dont  on  vouloit  le  cote  :  ce  qui  por- 
teroit  à  croire  que  le  procède  pour  l'extraction 
ètoit  un  simple  tâtonnement  trop  long  pour 
être  rapporté. 

Mais  ces  exemples  qu'on  chercheroit  inutile- 
ment dans  Eutocius,  je  les  ai  rencontres  dans 
le  commentaire,  non  encore  traduit,  de  Thèon , 
sur  la  grande  composition  de  Ptolèmée  (c'est 
l'ouvrage  qui  est  plus  connu  sous  le  nom  à\Al' 
mageste  )  ;  mais  toutes  ces  divisions  et  ces  ex- 
tractions sont  en  parties  sexagésimales. 

I^es  astronomes  avoient  trouve  plus  commode 
de  diviser  le  rayon  comme  l'angle  de  l'hexagone 
en  60  parties ,  qui  elles-mêmes  se  divisoient 
en  60  parties  ou  60';  les  primes  se  divisoient 
chacune  en  60"  et  ainsi  à  l'infini. 

Le  rayon  valoit  dont  36oo'  ou  aiGooo",  ce 
qui    donnoit   une  précision   un  peu  plus  que 
TOME    II.  35 
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double  de  celle  que  nous  aurions  en  divisant 
le  rayon  en  loooo  parties;  c'est-à-dire  avec 
des  sinus  à  cinq  décimales.  Il  est  clair  que  cette 
précision  ëtoit  plus  que  suffisante  pour  les  be- 
soins de  l'astronomie  ancienne. 

La  rnison  qui  a  porté  les  Grecs  à  préférer 
cette  division  est ,  d'après  Ptolémée ,  la  facilité 
qu'on  y  trouve  pour  les  calculs  (livre  i ,  ch.  g  , 
p.  8.  Basle  y  i538).  Il  dit  encore  au  même 
endroit  qu'il  emploiera  par -tout  la  méthode 
sexagésimale ,  à  cause  de  l'incommodité  des 
fractions.  Par  ce  dernier  mot,  il  faut  entendre 
les  fractions  ordinaires.  Théon ,  en  commen- 
tant ce  passage  ,  dit  que  60  est  le  plus  commode 
de  tous  les  nombres,  en  ce  qu'étant  assez  petit, 
il  a  un  nombre  considérable  de  diviseurs. 

Pour  nous  donner  un  exemple  de  l'avantage 
de  la  division  sexagésimale ,  il  suppose  que 
nous  ayons  à  multiplier  par  elle-même  la  quan- 
tité 7  -f  7  +  r^  ;  dans  ce  cas,  il  est  bien  plus 
court  de  changer  ces  trois  fractions  en  48'.  On 
pourroit  répondre  que  ces  trois  fractions  équi- 
valent à  ^,  et  que  la  multiplication  par  8,  sui- 
vie de  la  division  par  lO,  est  encore  plus  com- 
mode. 

Mais  cette  multiplication  des  minutes  par  des 
minutes  ,  ou  plus  généralement  des  fractions 
sexagésimales  de  différens  ordres  ,  les  unes  par 
les  autres,  exige  quelques  règles  pour  connoî- 
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tre  la  nature  ou  l'espèce  des  produits  qu'on  ob- 
tient dans  les  diffërenscas.  Tout  ce  qu'il  expose 
à  ce  sujet  peut  s'exprimer  par  une  formule  ge'- 
nérale.  Les  fractions  sexagésimales  de  différens 

ordres  peuvent  se  représenter  par  ^  "^"  6^=  "^  6^'  • 
Les  Grecs  remplaçoient  comme  nous  ces  déno- 
minateurs, en  écrivant  ci  h"  c'"  ^  etc.  Soient 
les  nombres  p^'"^  et  q^^^  dont  on  demande  le  pro- 

duit,  p<'»'  =  e^>  ?""  =  60-'  P'""  ?'"'=-  6^»^^ 
=-jpq  ^'"+"\  Soit  (/Tz)  =  G  et  (7z)  =  3,  p°  x  ^^'^ 

Ce  théorème  est  au  fond  le  même  qu'Archi- 
mède  a  démontré  pour  la  progression  i.  lO:  loo, 

F    •  ,     p{n)  /  p\{n-m) 

réciproquement  ^==  r^J 

Après  ces  préliminaires  ,  Théon  montre  les 
règles  à  suivre  dans  la  multiplication  et  dans 
la  division  des  nombres  sexagésimaux  ,  et  pour 
premier  exemple  il  choisit  le  côté  du  décagone 
inscrit,  qui  est  de  a^<>  S"'  vi" ,  ou  87°  4'  55. 
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L' 

ARITHMÉTIQUE 

Af  <r'  v^' 

37°  4'  55" 

A^  cT    r. 

37   4  55 

ctT^Ô    p//«'  ßhz' 

1369°  i48'2o35^' 

n       ni 

j48'      16  220'^^ 

i?Â2      (?"/'' 

2o35"  220'^' 

yïLi 


lin 


3025"" 


Après  avoir  écrit  le  multiplicateur  au-dessous 
du  multiplicande,  il  faut,  dit  Thëon,  multi- 
plier 37^  par  37^  ,  ce  qui  donne  1369"^  ;  puis 
37°  par  4',  dont  le  produit  est  i48';  ensuite  37^ 
par  55",  qui  donnent  2o35".  On  voit  que  les 
ordres  vont  toujours  décroissant  uniformément; 
les  unités  par  les  unités  donnent  des  unités  ; 
les  unités  par  les  soixantièmes  ou  primes,  don« 
nent  des  primes  ;  par  des  secondes  elles  don- 
nent des  secondes  ,  et  ainsi  à  l'infini  ;  pour 
former  la  seconde  ligne  ,  on  multiplie  par  4'  les 
trois  termes  du  multiplicande ,  et  les  produits 
sont  i48'  16^^220'". 

Le  multiplicande  multiplié  par  55''  donne  à 
la  troisième  ligne  2o35''  220''  3o2  5''''. 

Ainsi  réduite  ,  continue  Théon,  la  multipli- 
cation est  plus  facile:  (en  effet,  on  a  tout  au 
plus  59  à  multiplier  par  59,  et  il  étoit  aisé 
d'avoir  ime  table  de  ces  produits.  )  On  place 


\ 
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les  produits  comme  on  voit  ci- dessus ,  et  pour 
les  additionner  il  faut  d'abord  diviser  3o2  5"" 

par  60  ,  ce  qui  donne 5o'"  25^^^ 

En  réunissant  les  secondes  que 
nous  avions  déjà,  nous  aurions   .   .  44o^^ 

Total 490'" 

iwEn  divisant  la  somme  totale  par 

60,  il  nous  vient: 8^^  lo'^' 

Les  trois  produits  de  secondes 
font  une  somme  de 4o86 

Ainsi  le  total  des  secondes  est  4094" 
Ou  divisant  par  60    .   .     68'     i4" 
Mais  nous   avions   en 
deux  sommes 296' 

Le  total  des  minutes  est 

donc 364 

ou 6«     4' 

Mais  le  premier  de 
tous  les  produits  est  1369° 

Réunissant  toutes 
les  quantités  rédui- 
tes, on  a.   .....   1375^     4'     i4"     10''^  25^^ 

Ptolémée  qui  né- 
glige les  tierces,  s'est 
borné  à.   ......  iSyS*»     4'     14" 

Avec  la  table  de  multiplication  dont  je  par- 
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lois  tout-à-l'heure ,  on  auroit  eu  les  quantités 
toutes  réduites,  et  le  calcul  se  seroit  fait  comme 
il  suit  : 

37**  par  37°  =  22.  49  =  1369® 

37°  par  4' 2.28' 

37«  par  55'^ 33.55''  0 

4'  par  37^ 2.28 

4' par  4' .  .   .   lô'^ 

4'  par  55'^ 3.  4o' 

55"  par  37« 55.  55. 

55' par  4' 5.  4o 

30   par  DD     *   •   c^,  •:•;.•.    .   .*•  DO»  2\j 


i/r 


tiOlt 


Somme  .  .   i375,  4-  i4.  10.  25'^" 

Théon  ne  fait  nulle  mention  d'une  pareille 
table  ;  mais  j'ai  peine  à  penser  que  les  Grecs 
n'aient  pas  su  se  procurer  un  secours  dont 
l'idée  étoit  si  naturelle,  d'autant  plus  qu'ils  çon- 
noissoient  la  table  de  Pythagore. 

Qu'il  soit  question  maintenant ,  continue 
Théon  ,  de  diviser  un  nombre  donné  par  un 
nombre  composé  de  parties ,  minutes  et  se- 
condes. Soit  par  exemple  i5i5^.  20'.  i5'^  à  divi- 
ser par  2  5°.  12'.  10'';  je  divise  d'abord  par  60 
(  cVst-à-dire,  je  vois  que  le  premier  terme  du 
quotient  doit  être  60);  car  6j  donneroit  \\x\ 
produit  trop  fort;  retranchons  60  fois 25^.  11' . 
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lo''  du  dividende;  et  d'abord  60  fois  2^""  font 
i5oo%  qui  retranches  de  1 5x5,  laissent  iS*'  pour 
reste  ;  ce  reste  vaut  900'  ;  ajoutons-y  les  120'  du 
dividende ,  nous  aurons  920'  ;  retranchons-en 
60  X  12'  ou  720',  il  restera  200  ;  retranchons 
de  ce  reste  60  X  10''  =  600''  =  10' ,  il  nous  res- 
tera 190'. 

Divisons  maintenant  ce  reste  par  2  5°,  le  quo- 
tient sera  7';  car  8'  donneroient  un  produit  trop 
fort.  Or,  25*  par  7'  font  173';  je  les  retranche 
de  190' ,  il  reste  1 5'  qui  valent  900"  ;  j'y  ajoute 
les  i5''du  dividende,  la  somme  est  913"  ;  j'en 
retranche  12'  x  7'  =  84^^;  le  reste  est  S5i^\ 
dont  il  faut  encore  retrancher  10"  x  7'  =  70" 
=  i".  lo"',  il  restera  829''.  5o'''à  diviser  par  26° 


12'  10", 


829"  divisés  par  2  5°  donnent  33",  car  20°  x 
33"  =  825'^;  il  reste  donc  4".  5o''''=  290";  j^en 
veux  retrancher  12'  x  33 '=  396'"  ;  mais  il  s'en 
faut  de  loG'^que  cela  ne  se  puisse;  33"  est  donc 
un  peu  trop  fort,  et  le  quotient  de  i5i5.  20.  i5 
divisé  par  25°.  12'.  10",  n'est  donc  pas  toul-à- 
fait  60°.  7^  33"  ;  c'est  cependant  le  plus  exact 
que  l'on  puisse  avoir  en  se  bornant  aux  secon- 
des. On  en  aura  la  preuve  en  multipliant  le  di- 
viseur par  le  quotient. 

Théon  n'a  pas  donné  le  type  du  calcul  :  je 
rajoute  ici  pour  plus  de  clarté. 
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3  5^.  12'.   10"   diviseur. 


Dividende  .   .   i5i5°.      20'.    i5 
25^  X  60''  .  i5oo 


\6o\ 


Reste i5°.— goo' 

Total  des  minutes  .   .     920' 
12'  X  60° 720 


Reste 200' 

io'^x6o'' 10' 


Reste.  ........     igo' 


n^ 


2y  X  7 


175 


25°.  12'.  lo'^ 


10  =  900' 


Descendez  les  I S'^ gi5'' 

12'  X  7' 84'' 


83 1" 


10''  X  7' i"  10 


Reste 829    5o 

25^  X  33* 825 


/// 


2f)^  12'  10 


33^ 


12'  X  33' 


4"  5o'^'=29o 
396 


Le  reste  290'"  est  trop  petit  de 106 


iif 


Cette  opération  ressemble  tout-à-fait  à  nos 
divisions  complexes  ;  elle  est  un  peu  plus  lon- 
gue ,  mais  elle  n'emploie  jamais  que  de  petits 
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nombres.  La  table  subsidiaire  dont  j'ai  parlé 
seroit  infiniment  utile  pour  appercevoir  d'abord 
le  quotient  le  plus  approché ,  et  elle  éviteroit 
des  tâtonnemens  fastidieux. 

Cette  marche  nous  fait  voir  assez  clairement 
comment  les  Grecs  pouvoient  faire  la  division 
sur  les  nombres  ordinaires:  un  exemple  va  nous 
prouver  combien  elle  seroit  plus  embarras- 
sante que  la  division  sexagésimale,  si  les  nom- 
bres étoient  un  peu  plus  grands.  Prenons 
T^ß.yrKQ ,  ou  332^  3™  3^  ^'^  9%  à  diviser  par 


3327   3°»  3^   2^  9^ 
182     3 

i5o     G     3     2     g 
145    8    4 

41929 
3     6     4     6 

5469 

5469 


im    3c     2^     30 
jm    gc     2^    3^ 


En  332T  combien  de  fois  i™  8*^  ou  2™  ;  on  sait 
que  i°*  X  i™=  1007,  donc  2^  x  2'"  =  /|Oü7;  le 


i^O,^  D  E     L'  A  II  ]  T  II  M  É  T  I  Q  U  E 

quotient  2"^  paroît  donc  trop  fort,  il  faut  donc 
essayer  1°^. 

Multiplions  le  diviseur  par  cette  première 
partie  du  quotient ,  nous  aurons  iS2y  3™  à  re- 
trancher du  diviseur ,  et  le  reste  sera  i5o5'  o"" 
3<^  2^  g*». 

Je  vois  qu'en  t  5o  myriades ,  2™  seroient  plus 
de  j5o  fois,  i"*y  seroit  i5oo  fois;  j'entrevois 
que  je  peux  essayer  800  fois  ou  S^  ;  le  produit 
du  diviseur  par  le  second  terme  du  quotient , 
sera  i^iS^  S'"  4S  et  le  reste  4^  i"'  9^  2^  g^ 

En  4y  ou  4  myriades,  2™  seroient  2  dixaines 
de  fois;  je  mets  2^  au  quotient,  le  produit  est 

3y  gm  4c  gd  ^    çj-  Ig  j^^^g^g    5m  4c   ßd  ^o 

En  5™  on  auroit  2^  fois  2™  ;  je  hasarde  3;  le 
produit  est  5»°  4«  G^  g^  egal  au  reste  ;  le  quotient 
exact  est  donc  i^B«^^'^  3". 

La  division  des  Grecs  ëtoit  donc  toute  pa- 
reille à  notre  division  complexe,  elle  ëtoit  seu- 
lement plus  longue  si ,  comme  tout  l'indique, 
ils  commençoient  leurs  soustractions  par  la 
gauche.  Ainsi  ,  ils  dévoient  dire  de  i5o  ôtez 
i45,  il  resteroit  5  ;  mais  à  cause  du  S^  qui  suit 
145^,  ne  mettez  au  reste  que  4,  il  vous  restera  i^. 

Si  d'une  myriade  vous  retranchez  8"* ,  il  res- 
tera 2™  ;  mais  à  cause  des  4*^  ne  mettez  que  i"* , 
vous  aurez  un  reste  de  i™  3°=  i3«=;  retran- 
chez 4^ ,  il  restera  9*^. 

Le  procédé  n'ëtoit  donc  pas  bien  embarras- 
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sant ,  même  en  allant  toujours  de  gauche  à 
droite. 

Thëon  se  propose  ensuite  ce  problême  :  trou- 
ver d'une  manière  approchée  le  côte  d'une  sur- 
face quarrëe  qui  n'a  point  de  racine  exacte. 

Il  commence  par  rappeler  le  théorème  4  du 
livre  II  des  Élémens  d'Euclide,  qui  est  équiva- 
lent à  la  formule  (a  -^  b)  =a^  +  2  ab  +  b""'^  il 
prend  ensuite  pour  exemple  le  nombre  4ooo, 
dont  la  racine  approchée  est  suivant  Ptolémée 
67^4  55'^  Voici  l'opération. 


45oo'' 
4489 


6f  4'  55' 


ii«=66o' 

536'    16" 


125'  44"  =7424"  I  134"'    8' 
i34^x55''                   7370 

8'  X  55" .  7  20'^' 

55'  x55'  5o    25' 


Reste        45       49     35"" 

Le  plus  grand  carré  contenu  dans  45oo  est 
4489,  dont  la  racine  est  67°;  je  le  retranche ,  il 
reste  11^  =  660';  je  double  la  racine,  et  j'ai 
i34°. 
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Je  divise  660'  par  1 34° ,  le  quotient  est  4'  ;  le 
produit  de  i34°  par  [\  est  536^  ;  j'y  ajoute  16'' 
_quarrë  de  4'  ;  je  fais  la  soustraction ,  le  reste 
est  123' 44"  =7424". 

Je    double   la    racine   67^  4' ,    elle   devient 
_i34°8'. 

Je  m'en  sers  pour  diviser  le  reste  7424^^  ;  le 
quotient  est  55". 

Je  multiplie  i34  8  55  par  55;  je  retranche 
ces  trois  produits  de  74^4%  il  lïïe  reste  45" 
^GJ"  35""  :  la  racine  67**  4'  ^^"  est  donc  un  pea 
trop  foible. 

J'ai  fait  quelques  légers  cïiangemens  au  cal- 
^   ^  cul  de  Théon  ,  mais  sans  rien  supposer  qui  ne 
fût  bien  connu  des  Grecs.  Leur  règle  pour  l'ex- 
^,  traction   ëtoit  donc  celle  dont  nous  nous  ser- 
vons encore  aujourd'hui.  Théon  la  résume  en 
ces  termes  : 
^    Cherchez  d'abord  la  racine  du  plus  grand 
quarre  contenu  dans  le  premier  terme ,  retran- 
chez ce  quarre,  et  doublant  la  racine  trouvée, 
^^-servez-vous-en  pour  diviser  le  reste  transformé 
en  secondes  ;  quarrez  la  somme  des  termes  trou- 
vés; retranchez  ce  quarre,  transformez  le  reste 
^  en  secondes ,  et  divisez-le  par  le  double  de  la 
racine  déjà  trouvée  ,*  vous  aurez  à-peu-près  la 
racine  demandée. 
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RÉSUMÉ     DE     CES     RECHERCHES. 

La  notation  des  Gçecs  ressembloit  à  celle 
que  nous  employons  pour  les  nombres  com- 
plexes. Pour  désigner  les  quantités  des  ordres 
supérieurs ,  ils  se  servoient  de  traits  et  de 
points  ,  mais  ils  les  plaçoient  au-dessous  de 
leurs  chiffres,  au  lieu  que  nous  plaçons  ces 
signes  caractéristiques  à  la  droite  et  vers  le  haut 
de  nos  chiffres  ;  ils  n'avoient  pas  besoin  de  ces 
signes  pour  les  centaines,  les  dixaines  et  les 
unités,  qui  avoient  des  caractères  qui  leur 
étoient  propres  ;  mais  c'étoit  un  désavantage 
auquel  ils  avoient  reniédié  par  Y \déc  des  fonds, 
c'est-à-dire  des  unités  qu'ils  substituoient  dans 
les  opérations  à  leurs  analogues ,  c'est-à-dire 
aux  dixaines  ,   centaines  ,   mille  ,  etc. 

Leurs  nombres  complexes  avoient  un  avan- 
tage sur  les  nôtres  dans  l  uniformité  de  l'échelle 
qui  étoit  ou  toute  décimale  ou  toute  sexagési- 
male. 

Il  paroît  que  le  plus  souvent  ils  faisoient  leurs 
additions  de  gauche  à  droite,  ce  qui  les  rendoit 
nécessairement  plus  longues.  J'ai  quelques  rai- 
sons de  soupçonner  cependant  qu  ils  savoient 
les  faire  comme  nous ,  en  allant  de  droite  à 
gauche  ,  en  réservant  pour  la  colonne  suivante 
les  quantités  qui  surpassoient  9  dans  leurs  opé- 
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rations  décimales ,  ou  69  dans  leurs  opérations 
sexagésimales. 

Je  soupçonne  également  qu'ils  savoient  faire 
la  soustraction  comme  nous ,  en  allant  de 
droite  à  gauche ,  en  empruntant  quand  il  en 
est  besoin  ;  mais  je  n'en  ai  pas  de  preuve  bien 
directe  ,  au  lieu  que  nous  en  avons  de  très- 
concluantes  pour  démontrer  qu'ils  suivoient 
plus  ordinairement  la  marche  contraire  de 
gauche  à  droite. 

Ils  alloient  de  gauche  à  droite  dans  leurs 
multiplications  ,  qui  ressembloient  fort  à  nos 
multiplications  algébriques  ;  ils  écrivoient  péle- 
méle  myriades,  mille,  centaines,  dixaines,  uni- 
tés et  fractions.  Ce  défaut  d'ordre  rendoit  seule- 
ment l'addition  plus  difficile. 

Dans  les  divisions,  ils  procédoient  comme 
nous  de  gauche  à  droite  ;  seulement  les  opé- 
rations étoient  plus  pénibles ,  et  elles  exigeoient 
qu'on  fît  à  part  des  opérations  partielles  et 
subsidiaires  ;  les  tâtonnemens,  les  essais  de  quo- 
tients, étoient  plus  fréquens  et  plus  longs. 

L'extraction  de  la  racine  quarrée  étoit  la 
même  que  la  nôtre. 

Les  calculs  trigonométriques  ne  se  faisant 
que  par  des  analogies  ou  règles  de  trois  qui  exi- 
gent une  multipbcation  et  une  division  ,  et  le 
rayon  devant  être  de  cent  mille  parties  au 
moins,  la  multiplication  des  deux  termes  moyens 
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produisoit  des  sommes  que  ne  savoit  pas  expri- 
mer l'arithmétique  vulgaire. 

iSi  l'on  commençoit  l'analogie  par  diviser  l'un 
des  moyens  par  le  premier  extrême ,  pour  mul- 
tiplier ensuite  le  quotient  par  l'autre  moven  ^ 
on  tomboit  dans  l'inconvénient  des  fractions, 
et  cet  inconvénient  étoit  extrême  pour  les 
Grecs,  qui  navoientpas  de  fractions  décimales. 

Pour  éviter  à-la-fois  ces  deux  inconvéniens 
autant  qu'il  étoit  possible  ,  ils  imaginèrent  les 
fractions  sexajîésimales,  et  ils  divisèrent  le  ravou 
en  36o'  ou  2 1 6000"  ou  1 2960000"';  mais  ordinai- 
rement, après  avoir  employé  les  tierces,  ]es 
quartes,  etc.  dans  le  cours  de  l'opération,  ils 
se  bornoient  aux  secondes  dans  le  résultat  défi- 
nitif. 

De  cette  manière  ,  on  n'opéroit  jamais  que 
sur  des  nombres  médiocres  ,  et  Ton  pouvoit 
abréger  le  calcul  par  une  table  de  multiplica- 
tion qui  donnoit  à  vue  tous  les  produits  depuis 
i'  par  »"jusqu'à  69'' par  Sq"  ,  et  qui  occupoit 
un  quarre  de  5g  cases  de  largeur  sur  Sy  de  hau- 
teur. On  trouve  une  table  pareille  dans  les 
OEuvres  de  Lansberge,  et  je  m'en  suis  servi 
avec  avantage  pour  refaire  tous  les  calculs  de 
Tliéon.  Mais  Théon  ni  Ptolémée  n'en  parlent  en 
aucun  endroit.  Les  opérations  expliquées  dans 
ce  Mémoire  sont  les  seules  sur  lesquelles  j'ai  pu 
me  procurer  des  renseignemens.  Héron,  dans 
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son  ouvrage  intitulé  t^  r^ty^sTfou^svee,  dont  îe 
manuscrit  est  à  la  Bibliothèque  impériale, 
donne  une  multitude  de  règles  pour  l'arpen- 
tage,  avec  une  foule  d'exemples;  mais  il  ne 
présente  jamais  que  le  résultat,  sans  aucun 
type,  sans  aucun  détail. 

J'ai  feuilleté  un  grand  nombre  de  manuscrits 
grecs  sans  aucun  succès.  Parmi  ces  manuscrits , 
j'ai  remarqué  l'arithmétique  indienne  de  Pla- 
nude  ;  j'espérois  y  trouver  quelques  rappro- 
chemens  avec  l'arithmétique  des  Grecs;  mais 
autant  que  j'ai  pu  en  juger  par  une  lecture  ra- 
pide ,  il  ne  contient  rien  de  ce  genre. 

Le  fragment  du  second  livre  de  Pappus  ,  pu- 
blié par  Wallis ,  ne  contient  que  quelques  théo- 
rèmes dont  nous  avons  déjà  parlé  ,  et  pour 
exemple  de  leur  application  il  se  propose  de 
trouver  les  produits  des  nombres  renfermés 
dans  ces  deux  vers  grecs  : 

Äpre/x/cTof   KKiÎTZ    KpetToç  i^^X^^   IvvicL   KOVpCtt 

[JiiïVtV     ÜL'tiS'i     ÔSût    ^HlMITipOiT     ÀyKcLOKAp'TrOV , 

En  prenant  ces  lettres  pour  des  chiffres,  on 
devra  faire  le  produit  des  nombres 

I . I 00 . 5oo . 5 . 4o . lo . 4 . 70 . 200 . 20 . 3o . 5 . lo . 5oo . 5 . 20 . loo . 1 . 5oo . 70 . 

200.5.60.70.600,70.50.5.50.5. 1.20.70.400.100.1.10. 

40. 8. 5o. 10. 5o. 1-5. 10 -4  5. 9. 5. 1.4-8. 4" -S- 500.5. 100. 7g. 200. 1.3. 

50.170. 20.1.100  80.  70.400. 
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En  supprimant  d'abord  tous  les  zéros  et  mul- 
tipliant les  chiffres  significatifs,  et  rétablissant 
ensuite  les  zéros ,  ou  faisant  l'équivalent  à 
l'aide  de  ses  théorèmes,  il  trouve 

196  o568  4800  0000  0000  uooo  0000  0000  0000  0000  0000  0000  0000  Qooo 

Et  (nu.  cf 3//A(ri/r. Mu  .  Mu  .  Mu  .  Mu  ^  Mu  .  Mu 
218  4944  0256  0000  0000  0000  0000  0000  0000 

Cette  idée  d'Apollonius,  de  substituer  dans 
les  calculs  les  simples  unités  aux  dixaines  ,  aux 
centaines  et  aux  mille  ,  abrégeoit  certainement 
les  calculs ,  et  c'étoit  un  pas  assez  marqué  vers 
le  système  indien  ;  il  semble  que  ses  myriades 
simples,  doubles,  triples,  etc.  auroient  du  le 
mener  aux  dixaines  simples  ,  doubles,  triples; 
c'est-à-dire  aux  dixaines  de  tous  les  degrés  et 
à  notre  arithmétique  ;  alors  ils  n'auroient  eu 
besoin  que  de  neuf  chiffres  et  du  zéro  qui  fut 
aussi  connu  des  Grecs. 

Il  paroît  que  le  second  livre  de  Papj^us  étoit 
en  entier  consacré  à  l'explication  de  ce  qu'Apol- 
lonius avoit  fait  de  nouveau  en  arithmétique  : 
peut-être  l^  premier  contenoit-il  les  règles  de 
l'arithmétique  vulgaire. 

J'avertirai  en  finissant  que  l'idée  de  séparer 
les  myriades  de  différens  ordres  par  des  points, 
TOME    II.  36 
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n'est  pas  d'Apollonius.  Il  dit  pour  le  premier 
de  ses  deux  vers,  qu'il  vaut  196  myriades  trei- 
zièmes ,  368  myriades  douzièmes ,  4^^^  i^Y" 
riades  onzièmes.  J'ai  remplace  ces  mots  par 
des  points,  et  j'ai  mis  à  la  fin  1 1  fois  Mu,  sui- 
vant la  manière  de  Diophane. 

Le  mot  aßpcio-u^  y  évalue  à  la  manière  d'Apol- 
lonius, vaut  365  ;  car  <r  et  /)  =  2oo4- 100  r=:3oo; 
^  =  60  ;  ß  =:  2  ,  et  trois  ä  r=  3.  Total  365 , 
nombre  des  jours  de  l'année. 
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